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Indem ich hierbei eine neue Theorie der Quaternionen der 
Öffentlichkeit übergebe, spreche ich zugleich die Ansicht aus, 
dass ich durch diese Arbeit einem wirklichen Bedürfnis ent- 
gegen komme. Wohl stehen denjenigen, welche dieses neue 
mathematische Hülfsmittel studiren wollen, die ausgezeichneten 
Arbeiten des groszen englischen Mathematikers, welcher die 
Quaternionen zuerst einführte und deren Anwendung zeigte, 
zu Gebote. Allein die beiden Werke, in denen HaMmıLTron seine 
Theorie ausführlich dargelegt hat, sind des hohen Preises 
„wegen, nur im Bereiche wissenschaftlicher Gesellschaften und 
_ einzelner Studirenden. 


Seit einigen Jahren ist nun zwar eine deutsche Übersetzung 





der Hamıtron’schen »Elements’”’ erschienen, welche diesem 
Mangel abhelfen sollte; ich glaube jedoch, dass der Umfang 
©— des den theoretischen Teil erörternden Bandes zumeist davon 
—- abschrecken wird, die Theorie der Anwendungen wegen zu 
studiren. Es gerät deshalb die genannte Arbeit nur in die 
— Hände derjenigen, welche ein specielleres Studium beabsichtigen. 
Die Andren greifen zu einem weniger ausführlichen - Werke. 





= und in dieser Hinsicht ist gewiss wohl »An elementary treatise 
3 on quaternions”’ von Prof. Taır als das wichtigste zu bezeichnen. 
R Es will mir jedoch scheinen, dass diese Arbeit des nam- 
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haften englischen Physikers nicht den beabsichtigten Zweck 
erreichen lässt und ich neige zur Ansicht, dies finde haupt- 
sächtlich seinen Grund darin, dass die Theorie der Quaternio- 
nen in dem Taır’schen Buche nur dürftig berücksichtigt worden 
ist. Zahlreich sind die Schwierigkeiten, welche mit der Theorie 
verknüpft sind, die HamıLron jedoch glänzend zu überwinden 
gewuszt hat, und es ist notwendig, dieselben ganz beseitigt 
zu haben, bevor man zu den Anwendungen schreitet, weil 
sonst das Vertrauen auf die erhaltenen Resultate zweifelhafter 
Natur ist. 

Ich habe deshalb unternommen an der Hand Hamıuron’s 
eine ganz einheitliche Theorie aufzubauen und die wichtigeren 
Begriffe und Formeln in einfacher Weise aufzuklären. Ob das- 
selbe mir gelungen ist, sei Andrer Urteil überlassen. Nur möge 
in Betreff des gewählten Stoffes noch Folgendes bemerkt werden. 

Ich meine einerseits behaupten zu können, dass die wichti- 
geren theoretischen Untersuchungen Hamıtton’s sämtlich in 
dem vorliegenden Bande enthalten sind. Andrerseits aber be- 
anspruche ich die Priorität der Mitteilung einiger hier sich 
vorfindenden Resultate. Es sind dieselben hauptsächlich in den 
Artikeln 18—21, 78, 97—107 enthalten, welche die Wirkung 
des Symbols V—1 an einen Vektor und an einen Quaternion 
deuten und wobei meiner Meinung nach der Skalarcharakter 
des Symbols Vi zuerst deutlich zu Tage tritt. 

Bekanntlich hat CLirrorp in seinen »Mathematical Papers” 
eine Deutung der Biquäaternionen veröffentlicht. Ich bin jedoch 
der Ansicht, dass dieselbe in dem Systeme der Quaternionen , 
wie dasselbe von Hamınton aufgebaut worden ist, keinen Platz 
finden kann. 

Durch die von mir gegebene Deutung ist nicht nur eine 
geometrische Erläuterung der Hamıtron’schen Bivektoren und 


Biquaternionen gewonnen, sondern es wird dadurch zugleich 
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der Begriff der aus der analytischen Geometrie stammenden 
imaginären Punkte geometrisch interpretirt. 

Dadurch wird weiter auch noch ermöglicht mit denjenigen 
analytischen Gleichungen, welche complexe Coeffieienten ent- 
halten, eine bestimmte geometrische Darstellung zu verknüpfen , 
wodurch ein Teil meiner Arbeit den in der letzteren Zeit von 
Hrn Tarry veröffentlichten Untersuchungen auf dem Gebiete 
der »geometrie generale” sich anschlieszt. 

Bei der Auflösung der Quaterniongleichungen hat ebenfalls, 
wie ich meine, manche bisher unerwähnte Frage Erledigung 
gefunden. 

Schlieszlich sei noch mitgeteilt, dass ich die Absicht habe 
der jetzt veröffentlichen Theorie möglichst bald eine systematisch 
geordnete Darstellung der Anwendungen folgen zu lassen. 


P. MOLENBROEK. 
Amersfort, ım Mai 1891. 
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SUMMEN UND DIFFERENZEN 


VEKTOREN. 


l. Wenn eine gerade Linie im Raume betrachtet wird, in 
Hinsicht nicht "nur auf ihre Grösze, sondern auch auf ihre 
Richtung, so nennt man dieselbe einen Vektor. 

Man bezeichnet einen Vektor durch die Angabe zweier den 
beiden Endpunkten hinzugefügten Buch- Pig 
staben, z.B. AB ist der Vektor, welcher B 
den Punkt A mit dem Punkte B ver- 
bindet. Dabei wird vorausgesetzt, dass 
die Richtung des Vektors von dem zuerst 
angegebenen Punkte gegen den zuletzt 
geschriebenen verläuft. A 

Dementsprechend wird der mit dem zuerst geschriebenen 
Buchstaben bezeichnete Punkt Anfangspunkt des Vektors, der 
mit dem nachher geschriebenen Buchstaben bezeichnete Punkt 
Endpunkt des Vektors genannt. 

Der Vektor AB ist deshalb verschieden von BA, indem die 
Gröszen derselben übereinstimmen, die Richtungen jedoch ein- 
ander entgegengesetzt sind. 

Der Kürze halber wollen wir im Folgenden die Vektoren 
mehrmals mit den griechischen Buchstaben z, P, Y..... be- 
zeichnen. 


ö 


2. Man nennt zwei Vektoren einander gleich, wenn sie sowohl 
hinsichtlich der Grösze als der Richtung übereinstimmen, oder 
kürzer: 

Zwei Vektoren sind einander gleich, wenn sie pa- 
rallel und an Länge einander gleich sind. 

Ungleiche Vektoren sind an Grösze, oder an Richtung, oder 
an diesen beiden zusammen verschieden. 

3. Als Grundsätze betrachten wir: 

1%. Wenn jeder von zwei Vektoren einem dritten gleich ist, 
so sind die beiden ersteren einander gleich. 

2°. Das Resultat mehrerer Operationen, welche man an einem 
Vektor oder an mehreren Vektoren vollzieht, kann nicht be- 
einfluszt werden dadurch, dass man einige der Vektoren durch 
andere, welche den gewählten gleich sind, ersetzt. 

4. Ein Vektor, welcher dieselbe Richtung hat wie ein ge- 
gebener Vektor &, und dessen Länge der Längeneinheit gleich 
kommt, wird Einheitsvektor der Richtung x genannt und 
mit Ux bezeichnet, 

5. Die Vergleichung von Vektoren derselben Richtung ist 
Gegenstand der Arithmetik und führt zu den arithmethi- 
schen Zahlen; dieselben nehmen nur auf die Grösze Bezug. 

Gröszen, bei denen keine Richtung in Betracht kommt, wer- 
den im Gegensatze zu den Vektoren, Skalargröszen ge- 
nannt. Die arithmetischen Zahlen heiszen auch kurzweg Skalare. 

6. Wenn man von dem Endpunkte 
B eines Vektors AB aus einen neuen 
Vektor BÜ, welcher mit AB gleiche 
oder von ihm verschiedene Richtung 
hat, abträgt, so nennt man den Vektor 
Be AO die Summe der beiden Vektoren 

AB und BC, und sagt, dass BÜ zu 
AB addirt ist '). 


Fi6.2 
> 


A B 





1) Wir lenken besonders die Aufmerksamkeit darauf, dass die Terminologie der 
Vektorenrechnung mit derjenigen des gewöhnlichen Caleüls ganz übereinstimmt, ob- 
gleich der damit in der neuen Wissenschaft verbundene Begriff im allgemeinen be- 
trächtlich von dem üblichen abweicht, wodurch mancher Satz der Algebra eine 
Abänderung erfährt. Der Studirende möge dies, damit mancher Irrtum ihm erspart 
werde, bei jeder neu eingeführten Operation beachten. 
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Trägt man von Ö aus einen dritten Vektor CD ab, so 
heiszt AD die Summe der drei Vektoren AB, BC, CD. Man 
schreibt diese beiden Definitionen in Zeichen wie nachstehend: 

AC=AB+BÜ, AD=AB-+BC-+CD. 

7. Die Summe zweier oder mehrerer Vektoren ist in Bezug 
auf ihre Glieder commutativ und associativ, oder wie 
man auch zu sagen pflegt: 

Die Addition von Vektoren ist eine commutative und 
associative Operation. 

Man versteht unter dem ersteren Ausdrucke, dass die Reihen- 
folge der einzelnen Glieder 
der Summe das Resultat ig? 
nicht beeinträchtigt. Der 
Satz ist offenbar bewiesen, 
wenn nur gezeigt wird, 
dass zwei aufeinanderfol- 
sende Glieder der Summe 
- mit einander verwechselt 
werden können. —_ 

Es sei in der Figur 3 \ 

AB=a, BE=ß, CD=y, DE=3, EF—e. Zieht man CD’=//DE 
(d.h. der Geraden DE parallel und gleich), so ist nach einem 
bekannten Satze der Planimetrie auch D’E=//CD. Man hat 
deshalb CD’ —=3, DE—=y. Es ist weiter 
AF=AB1BC+CD--DE-+EF und AF=AB+BO+-CD+D’E-+EF 
und dadurch auch 

AB+BC+- CD DE BF—=AB+BC+OD+-DE-+EF 


oder 





e+B+r +3 +e=atßtö+rH+e... (al) 
Die Aussage, dass die 
Addition associativ ist, be- 
deutet, dass man zwei oder 
mehrere willkürlich ge- 
wählte Glieder der Sumnie 
durch ihre Summe ersetzen 
kann. 
In der Figur 4 sei wieder 





4 
AB=a2,BC=ß, CD=y, DE=3, EF=s:, fü =. Es ist 


sodann 
AG=AB-+BC+-CD+-DE+EF-+- FG 
und 
AG=AB+BCE+HCF-+FG, 
mithin 
AB+ BÖ+CD+DE+EF+FG=AB+BC+UF-+FG. 
In der zweiten Seite dieser Gleichung wird 
UOF=CD+DE+-EF=y735-+e 
als ein einziger Vektor betrachtet. Bezeichnen wir dies wie in 
der Arithmetik durch Hinzufügung von Klammern, so wird 
at ßty +3 t+e+t=atß tw HI tg) HL... (a2) 
Als dritter Satz der Addition kann der nachfolgende gelten: 
Wenn zwei Vektoren gleich sind, so sind ihre Summen mit 
X zwei anderen gleichen Vektoren 
224 auch einander gleich. Der Satz 
| kann als unmittelbare Folge 
des zweiten Grundsatzes be- 
2 z trachtet, oder auch mit Hülfe 


: der Figur 5 bewiesen werden. 

Es sei AB=//A'B', BE=/ BC. 

gan Hieraus schlieszt man AA’=//BB’ 

il a undBB=/C0C ‚worausAA’=//CC’ 
folgt, und deshalb AU=/A’UC. Die Gleichung 


AC—=AUC 
kann auch geschrieben werden 
ABLBC=AB BC 
8. Wie in der Arithmetik wollen wir anstatt 
Bi ara + % 
kurz mx schreiben ; m soll hierbei eine ganze arithmetische Zahl 
heiszen. 

Der Vektor & heiszt dadurch mit m multiplicirt. Bisweilen 
sagt man auch, der Vektor x könne m-mal auf den Vektor 
mx abgetragen werden. 

Wenn n ebenfalls eine ganze Zahl bedeutet, so sei unter 


1 Ye: N: 
@:n, oder —x, ein Vektor verstanden, der mit n multiplieirt, 
n ) 


d 


& ergibt. Man sagt in diesem Falle, der Vektor & sei durch 


n dividirt, und der Vektor z:n oder 5; sei der mie Theil von «. 
N 


Unter - & endlich sei m(&:n) oder m, «) verstanden. 
n n 


kann hierin ein willkürlicher echter oder unechter Bruch heiszen. 
Aus diesen Definitionen erhellt unmittelbar, dass die Vekto- 


ren ma, @:n, —@ mit & dieselbe Richtung haben und nur 
n 


an Grösze von demselben verschieden sind. Die arithmetischen 
m 
N 


I) 


Zahlen m, —,— , welche die Beziehung der Grösze der Vek- 


toren ma, —& 


sie S 


m . . .. 
‚ a zu derjenigen des Vektors x ausdrücken, 
n 


werden hier auch das Verhältnis der Vektoren mz, “u, = 
bzhw. zum Vektor & genannt. 

Wenn zwei Vektoren gleicher Richtung & und $& derart sind, 
dass kein einziger Vektor derselben Richtung gefunden werden 
kann, der auf beide Vektoren eine ganze Anzahl Male abge- 
tragen werden kann, so heiszen die Vektoren « und8 incom- 
mensurabel. In diesem Falle kann man erst möglichst viele 
Male auf 8 abtragen; auf den Rest trage man ;'; x möglichst 
viele Male ab, u. s. w. Dadurch gelangt man zu einem Aus- 
druck von der Form ß=xx, wo x ein incommensurabler 
Skalar ist. x heiszt wieder das Verhältnis der Vektoren ß und «. 

9. Wenn man in diesem Sinne das Verhältnis des Vektors 
& zum Einheitsvektor derselben Richtung Ux bestimmt, so 
wird das Resultat der Tensor des Vektors x genannt. Der- 
selbe ist stets eine arithmetische Zahl. 

Das Zeichen für den Tensor des Vektors « ist 7x. Man hat 
demnach die Gleichung 

RESET EN NE (a. 3) 

Unmittelbar leuchtet die Richtigkeit der nachstehenden Re- 

lationen ein 
Dan m. 104 MUra =. Ua nes, (a. 4) 
wo x eine willkürliche arithmetische Zahl ist. 
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Wenn zwei Vektoren x und ß einander gleich sind, so 
müssen ihre Tensoren und auch ihre Einheitsvektoren gleich 
sein. Das Letztere findet statt, weil die Richtungen der Vek- 
toren, das Erstere weil ihre Längen übereinstimmen. 

Umgekehrt lässt sich aus 7’%=Tß, Ux= Uß schlieszen , 
das «=, weil die beiden Gleichungen aussagen, dass Länge 
und Richtung gleich sind. 

10. Man kann demnach einen einem Vektor hinzugefügten 
Skalarcoeflicienten als ein Öperationszeichen oder einen Ope- 
rator betrachten, an den Vektor wirkend, indem derselbe die 
Richtung des Vektors ungeändert lässt, den Tensor jedoch 
vergrössert oder verkleinert. 

Wie aus dem zweiten Abschnitt ersichtlich wird, ermöglicht 
diese Deutung eines Skalarcoeflicienten denselben als einen 
besonderen Fall eines Quaternions zu betrachten; sie ist des- 
halb von grosser Wichtigkeit für unsre Theorie. 

11. Anstatt z(y«) ‚eines Ausdrucks, welcher bedeutet, dass 
der Skalar x an den Vektor y& wirkt, wollen wir einfacher 
schreiben zyz. Man sagt in diesem Falle auch, das Symbol xy 
wirke an den Vektor z, und setzt daher bisweilen statt ayz 
das nachfolgende (zy)z. In dieser Weise wird 


RAR le en (a. 5) 
Wie in der Arithmetik beweist man, dass 
(ya) >UERNN re A DER (a. 6) 
oder symbolisch 
2y=ya oder (y)=(ya) ........ (4.7) 


Weil zx ein Vektor bedeutet, so ist weiter auch 
ay2a = (ay)za — (ya)za = ya2d& 
und Ir (0) 
ayza —= alyz)e = z(zy)e = ay2& 
Den Ausdruck («+ y)x wollen wir als gleichbedeutend an- 
nehmen mit #2 yz, oder 
(2 + y)e = 0a + ya 
und allgemeiner 
(. -yr2)e =za ya t20. 22.00 (a. 9) 
Es sind diese Gleichungen als die Definition der Summe 
der Zahlen x, y oder &, y, z zu betrachten, 


Weil aber 
+ ytze—ant ya a 
—=22 + 224 ya nach (a. 1)= 
—=(2-2+4y)e nach (a. 9) 


so schlieszt man, dass wie in der Arithmetik 


(.+y+2)e=(ae -+z+Yy)a ..... (a. 9*) 


oder symbolisch 
atyte=atety 
und ebenso, weil 
22 + y2 + za— 2% + (ya + za) nach (a. 2) = 
—=»e@-+-(y+ 2)@ nach (a. 9) = 
—=}#4(y-+2)|a nach (a. 9), 
schlieszt man dass auch 


za + ya t+ze=)2e+(yt+z)le :.. . (a. 9**) 


oder symbolisch 
Mit Hülfe der Figur 6 ist es 
ein Leichtes die Gültigkeit des 
durch die Gleichung (a. 10) aus- 
gesprochenen Satzes darzuthun. 
204 aß=a(& +ß) . (a. 10) 
Es sei 
MIN ce 
DA Br ER 1% ; | 
wodurch zugleich ausgesprochen wird, dass A’B’/ AB. 
Zieht man noch OB und OB’, so st AOAB= A OAP, 


we nn ah runde 2 0OAB— Z OAB Hieraus 


rg. 6 












EA 





TOAGI ZTENR 
schlieszt man | 
OB OA’ 
Be BOA = ZPOA', 
OB OR runde ya 


sodass OB und OB’ der Richtung nach zusammenfallen. Hs 
ist deshalb 
OB =x.0OB oder OA+AB=x.AbB 


oder schlieszlich 


vo + ıß= ale t2P). 
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Als Grenzfall lässt sich der Fall betrachten, wo 8 mit & 

gleiche ‚Richtung hat. Es wird dadurch 

20 + zax = (a + ae) 
und allgemeiner 

za + vba = x(ax + be). 

12. Wenn ein Vektor gezeichnet wird, welcher die nämliche 
Grösze wie & aber eine der Richtung jenes Vektors entgegen- 
gesetzte Richtung hat, so wollen wir denselben mit — x be- 
zeichnen und den negativen Vektor des Vektors z nennen. 

Wird & durch AB dargestellt, so ist BA eine Veranschau- 
lichung von — a. 

Aus der Definition folgt sogleich, dass der Negative eines 
negativen Vektors der ursprüngliche Vektor ist, oder in Zeichen 


— le 2) Mir, (a. 11) 

Weiter erhellt auch unmittelbar aus der Definition, dass 
T(—-e)= Te, U-o)=— Ux....(a.12) 
Man kann deshalb wieder das Zeichen — vor einem Vektor 


als einen Operator betrachten, welcher dessen Tensor unge- 
ändert lässt, die Richtung des Vektors jedoch umkehrt. 

Die Addition der beiden Vektoren AB und BA führt zum 
Anfangspunkte A zurück. Demnach schreiben wir 

AB+BA=0 odr 2a+(—-a)=0... (a.13) 

Wenn zwei Vektoren gleich sind, so ist einleuchtend,, dass 
ihre Negativen auch einander gleich sein müssen. 

Unter — (e+ß+.....) sei der Negative des Vektors 
Kar araage ), unter — xx der Negative des Vektors xx 
verstanden. 

13. Anstatt zu schreiben «+ (— ß£) wird einfacher geschrie- 
ben <— ß, und man sagt sodann, dass der Vektor 8 von « 
subtrahirt wird. & heiszt Minuendus, @ Subtrahendus und 
das Resultat, d. h. die Summe der Vektoren «x und — ß, wird 
die Differenz der Vektoren < und 8 genannt. 

Nach dieser Definition der Subtraction gilt die nachstehende 
Gleichung 

7  —- M)=2 Br. ee: (a. 14) 

14, Als erster Satz der Subtraction ergibt sich: 
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Die Differenz zweier Vektoren x und ß ist ein Vektor der- 
art, dass 8 zu demselben addirt, « als Summe ergibt. 

Denn es ist 

«— ß+-ßBß=&+(— ß)+P, nach (a. 14) 
=24+[(- ß)+B], nach (a. 2) 
=«, nach (a. 13). 

Ein zweiter Satz lautet: Wenn zwei Vektoren gleich sind, 
so sind ihre Differenzen mit gleichen Vektoren auch einander 
gleich, 

Denn die Negativen gleicher Vektoren sind einander gleich, 
und die Summen der gegebenen Vektoren mit diesen Negativen 
können nach einem Satze der Addition nicht verschieden sein. 

Aus dem ersten Satze folgt noch, dass wenn 


AC=AB-+BÖ, 
auch 
AB=ACTBO 
und 
BC=AC— AB 
sein muss. 


Wenn verschiedene Operationen (Additionen und Subtracti- 
onen) nach einander ausgeführt werden sollen, so kann die 
Reihenfolge willkürlich geändert werden. Man hat nämlich die 
nachfolgenden 'Transformationen: 

2&—-ß+y t+9-e=&2+(-ß) +9 +34 (-e), nach (a. 14) 

| —=a#@+y+t(-e)+3-+(—Pß), nach (a. 1) 

und deshalb 


ae—-ß+y+d—-e=2-+y9—-e+9—ß, nach (a. 14). . (a. 15) 
In gleicher Weise kann bewiesen werden 
ße — Ban... nn. (a. 16) 
Mit Hülfe der Figur 7 gelinst 
es weiter leicht den nachstehenden Ri6.t 
Satz zu beweisen. 
(«+ ß)=—-a-—ß. (a. 17) 
Es si AB=a, Bü=ß, so ıst 
AC=a+ß und CA=-(«-+P). 
Man hat jedoch auch 
(A=0B+BA=—-ß—e—= 
| =—x—ß, nach (a. 16) 





A 2 
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und somit durch Verbindung der beiden Werte von OA 
— (& +ß)=—a—ß. 
Mit geringer Mühe lässt dieser Satz sich verallgemeinern z. B. 

1. -@+B+Y)=—- [at 9+rl= 

—= — (&+P)—y nach (a. 17) 
= —ı.—Pß—y. 

21, —(a-ß—-y +28) =—|2 + (—P)+ (—r) +9], nach (a. 14) 
—=—&—(—ß)—-(—y)—?3, nach (a. 17) 
a a 

nach (a. 14) 

oder schlieszlich 
—(&—-ß—-y+9)=—-a+ß+y-—?, nach (a. 11) . (a. 18) 
Sehen wir weiter zu, wie das associative Princip sich hier 
gestaltet. Dasselbe wird durch die beiden nachfolgenden Bei- 
spiele erläutert, und man ersieht daraus, dass die Anwendung 
des Princips auf dieselbe Weise stattfindet, wie in der Arithmetik. 

19. 8-7 —3+e = a+ß-+(—Y)+(—3)-+e, nach (a. 14) 

— «+84 y)+(—2)te], nach (a. 2) 
oder 
@48ß—y—d+e=a+[ß—y—8-+e], nach (a. 14)... (a. 19) 

29, tß—y —d+e=a+ß-+(—Y)4(—3)+e, nach (a. 14) 

— a +ß+[(—y)+(—2)+e], nach (a. 2) 
—=«+ß+(—-»—23-+e), nach (a. 14) 
—=a+ß+[—-(»-+3—e)], nach (a. 18) 

oder schlieszlich 

a+Bß—y—d5+e—=a+ß—(y+3—e), nach (a. 14) . . . (a. 20) 
15. Wir wenden uns jetzt einigen Sätzen anderer Art zu, 
ausgesprochen durch die Gleichungen (a. 21), (a. 22), (a. 24), 
und (a. 25). 
1 a Ele RE (a. 21) 
wenn a ein Skalar ist. Denn es ist 
T.a(— ß)=a T— P), nach (a.4)=a 7%, nach (a. 12) 
D.a(— ß)—= U(— P), nach (a. 4) — — Uß, nach (a. 12) 
U(—apß)=Toaß, nach (a. 12)—=a T7ß, nach (a. 4) 
U (— aß)= — Uaß, nach (a. 12)= — Uß, nach (a. 4). 


Tensor und Einheitsvektor stimmen, wie man hieraus er- 
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sieht, bei a(— ß) und — aß überein, woraus die Gleichheit 
der Vektoren a(— ß) und — aß unmittelbar folst. 
20, ale —- B— Ir +%)=axr — aß —ay ad... (a. 22) 
Denn es wird 
ale —-ß—-y-+3)=ale+(—Pß)+(—-y)+ 2], nach (a. 14) 
—=ax+a(—-ß)+a(—yr)+.a, nach (a. 10) 
—=a& + (—aß)+(—ay)—+.ad, nach (a. 21) 
—= a2 —aß—ay-t ad, nach (a. 14). 
Wie bei der Addition wollen wir den Ausdruck (a—b)« als 
gleichbedeutend annehmen mit ax — bx, also 
(a — b)e = au — ba, 
eine Gleichung, welche vorläufig nur einen Sinn hat füra>b. 
Und diese Schreibweise verallgemeinern wir zur nachstehenden 
(a —b+c— d)a=awe —ba+cx — de... (a. 23) 
Auch diese Gleichung hat vorläufig nur einen Sinn, falls 
a>bunda—b—+er>d. 
Es ist weiter 
30, au — aß=alae —P)...:.... (a. 24) 
weil 
22 — aß = 20 + (— xß), nach (a. 14) 
= a0» + 2(— P), nach (a. 21) 
—=.[& + (— ß)], nach (a. 10) 
=a(& — P), nach (a. 14). 
Eine Folge dieser Gleichung und der Gleichung (a. 20) ist: 
4°, 2 (a—b+c—-d)ae=(ra—ab +xc—ıd) a. . . (a. 25) 
Denn nach (a. 23) ist 
2 (a—b+c—-d)a=x(aea—ba + cx —de) 
— van — aba +- ca — zdax, nach (a. 24) 
—=(xa—ab + xc— ad) x, nach (a. 23). 
Für das Symbol #(@a —b-+c—.d) gilt demnach wie in der 
Arithmetik die Formel 
2(a —b+c— d)=ava — ab + xc — ad. 
16. Bisher definirten wir nur noch die arithmetischen Zahlen 
als Symbole, welche die Länge eines Vektors ändern. 
Wenn nun y eine solche Grösze ist, so kann man stets den 
Vektor — yxz denken. 
Man pflegt hiebei auch zu sagen, das Symbol oder die 
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algebraische negative Zahl (— y) operire an den Vek- 
tor &, sodass nach dieser Bedensart 
(-yJ)e=—ya . 2.2.2... (a. 26) 

Diese Gleichung ist als Definition der negativen Zahlen zu 
betrachten; man kann eine solche Zahl auch mit einem einzigen 
Symbole z.B. x bezeichnen, womit #—=—y gemeint ist. y wird 
sodann der absolute oder der numerische Wert der negativen 
Zahl genannt. 

Bei dieser Voraussetzung gelten, wie unmittelbar ersichtlich, 
die Relationen: | 

Tea—=yTa, Uxa = — Ux (wenn 2=—y) .. (a. 27) 

Der negative Skalar x vor einem Vektor kann, wie wir 
hieraus entnehmen, als ein Operator betrachtet werden, welcher 
den Tensor des Vektors verkleinert oder vergröszert nach dem 
Masstabe des numerischen Wertes des Skalarcoeflicienten und 
welcker zugleich die Richtung des Vektors entgegengesetzt 
macht. 

Es behält nunmehr die Gleichung 

ax — ba=(a —b)« 
auch einen Sinn in dem Falle, wo a und 5 arıthmetische Zahlen 
sind, und 5>a. Denn es ist sodann die zweite Seite jener 
Gleichung gleichbedeutend mit — (b — a) «. Der Beweis kann 
leicht gegeben werden wie folgt: 

(.—b)a=ara — bb 

—=— bx-ax, nach (a. 16) — 

—= — (bxz — ax), nach (a. 18) = 

=—(b—.a)x, nach (a. 23). 

Weil x# auch bei negativem x ein Vektor ist, so behalten 
das distributive und das associative Princip der Addition und Sub- 
traction, wenn Glieder von der Form xx dabei vorkommen , 
ihre Gültigkeit. 

Man weist weiter leicht nach, dass auch die Gleichungen 
(a. 7), (a. 8), (a. 10), (a. 21), (a. 22), (a. 24), (a. 25), bei nega- 
tiven Skalaren richtig bleiben. Man kann zu dem Zwecke stets 
x durch —y ersetzen. Indessen überlassen wir dies dem Stu- 
direnden. 





17. Wenn ein Vektor zw construirt wird, so wollen wir 
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denselben kürzer mit x? bezeichnen. Indem man noch setzt 
ara = yr, | 

wird die Identität der Symbole x” und y angenommen und 

man pflegt zu sagen: die Zahl x mit zwei potenzirt, ergebe y, 

oder y sei die zweite Potenz von «. 

Umgekehrt, wenn man setzt 

2°« oder z0@ = ya, 

so bezeichnet man den Vektor «x auch mit Yyz= oder mit 
y:# und pflegt zu sagen, die Zahl x sei die zweite Wurzel 
aus der Zahl y. Man erhält somit, wenn 

wa — y&, 
so ist 

EAN DE Se ER (a. 27*) 
und es enthalten diese Gleichungen die Definitionen der Potenz 
und der Wurzel einer arithmetischen Zahl. 

In gleicher Weise kann die Definition höherer Potenzen und 
Wurzeln (aus arithmetischen Zahlen), als die zweiten, erhalten 
werden, und man ersieht leicht die Richtigkeit der nachstehen- 
den Formeln 

EEE 
era — (y)”2. 
Aus der Algebra übernehmen wir die Schreibweisen 
& 

Der Beweis der auf die Wurzeln algebraischer Zahlen be- 
züglichen Sätze kann wie in der Algebra gegeben werden. 

18. Die Deutung des Symbols Y,y& hat keine Schwierig- 
keit, wenn y eine arithmetische Zahl ist. 

Aus (a. 27*) kann nämlich unmittelbar geschlossen werden , 
dass 

VyVya=ya. 

Es ist somit Yy ein Operator, welcher zwei Male nach ein- 
ander wirkend den Tensor in einem bestimmten Verhältnis 
ändert, die Richtung des Vektors jedoch ungeändert lässt. 

Anders jedoch verhält sich die Sache, wenn y eine alge- 
braische negative Zahl z. B. — x ist; denn es soll sodann die 
zweimalige Anwendung des Symbols V— x die Richtung des 
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Vektors umkehren. Man pflegt zu sagen: die Zahl V—-x sei 
imaginär und wir wollen uns mit der Deutung der Wirkung: 
dieses Symbols in diesem Artikel weiter beschäftigen. Der Ein- 
fachheit wegen sehen wir zunächst nur nach der Deutung des 
Ausdrucks V—-4 x um. 

Dabei soll beachtet werden, dasz wir im Einklange bleiben 
müssen mit der Formel 

vZAVETa) = ma a (a. 28) 

Die zweimalige Anwendung der Operation Y—1 soll deshalb 
den Tensor des Vektors z ungeändert lassen, die Richtung 
jedoch umkehren. 

Es kann dies nur der Fall sein, wenn die Operation V—1 
ebenfalls den Tensor ungeändert lässt und eine Drehung des 
Vektors um einen rechten Winkel aus seiner ursprünglichen 
Lage bewirkt. 

Die Ebene, in der die Drehung stattfinden soll, bleibt unbe- 
stimmt. Es kann dazu nicht eine willkürliche durch den Vek- 
tor gehende Ebene gewählt werden, weil sodann die zweimalige 
Anwendung der Operation nicht zu —« zu führen braucht. 
Andrerseits hat aber keine durch z gehende Ebene einen Vor- 
zug vor einer anderen Eibene, welche ebenso x enthält. 

Wir schlieszen daraus, dass unter V—1 x zu verstehen sei 
das Complex der Vektoren, erhalten durch Drehung des Vek- 
tors 2 um einen rechten Winkel in allen durch x gehenden 
Ebenen. Die sämtlichen Vektoren bilden eine Ebene und 
zwar eine Kreisoberfläche, beschrieben um den Anfangspunkt 
des Vektors z in einer zu x senkrechten Ebene mit einem Ra- 
dius = T«. Der Vektor wird deshalb, durch die Operation 
V—-1, wie wir es nennen wollen, zu einem circularen Strahlen- 
complex gespalten. 

Wir schlagen vor dasselbe einen Vektorkreis zu nennen, 
und der Anfangspunkt des Vektors x heisze der Mittelpunkt 
des Vektorkreises. 

Unter der Richtung des Vektorkreises Y—-1x sei diejenige 
des Vektors z verstanden. Der Tensor des Vektorkreises sei 
derjenige eines jeden Radius. Einen Vektorkreis der Richtung 
&@, dessen Radius der Längeneinheit gleichkommt, wollen wir 





15 


einen Einheitsvektorkreis nennen und mit U.V-Z1x bezeich- 
‘nen. Man erhält dadurch die nachstehenden Formeln 
DU a Er UV MeV — 1 Tas 3ir.lar20) 

19. Das Symbol z(V— 1 «) sei gleichbedeutend mit V 4 (ze), 
V-xa mit VZA(Vxe), also 
2(V-Ne)—=V-Al2) und VZ2z2e=V-1(Vxe) « (a. 30) 

Die beiden ersteren Ausdrücke deuten wir daher als das 
Resultat der Anwendung der Operationen Y_4 an den Vektor 
z&. Es ist dasselbe ein Vektorkreis, dessen Richtung mit der- 
ienigen des Vektorkreises V—4« übereinstimmt, dessen Radius 
jedoch im Verhältnis 2:1 vergrössert erscheint. 

Endlich sei (y+zV—-1)« gedeutet durch die Gleichung 

(YIzVzT)e=year VIRHze) 2 ela3l) 

20. Sehen wir zu, ob wir durch die Definition des Symbols 
V-1« wirklich mit der Gleichung (a. 28) im Einklang 
bleiben. | 

Wir wenden daher auf /Y-1 x, d. h. auf das Complex der 
Radien des Kreises, den Operator V—4 an. Aus jedem Radius 
OP des Vektorkreises (Fig. 8) ent- Ei 
steht dadurch ein Vektorkreis in 4 
einer zu OP senkrechten Ebene 
mit dem Radius 7% beschrieben. 

Diese Ebene muss OA enthalten, ? 

weil OA_LOP. Die sämtlichen 

aus den Radien entstandenen Vek- 
torkreise haben somit die beiden 
Vektoren OA und OA’ gemeinsam 
oder das durch sämmtliche Vektor- 
kreise erhaltene Gebilde besteht aus den beiden Vektoren OA 
und OA’. (Es bedeutet OA’ der Negative des Vektors OA). 
Die zweimalige Anwendung der Operation V—1 führt demnach 
auf OA, oder auf OA’, oder auf beide. Es ist indessen leicht 
diese Zweideutigkeit aufzuklären. 

Wenn wir nämlich an OA mit - V—1 operiren, so haben 
wir jeden aus OA durch Anwendung der Operation V—1 er- 
halteneu Strahl in entgegengesetzter Richtung zu nehmen. 
Es resultirt daher aus der Anwendung der Operation - V—-ı 


A 
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im ganzen genommen dieselbe Figur, wie aus der Operation 
V-1; daher auch zweimalige circulare Spaltung des Vektors 
aufgefasst werden kann als die Anwendung einer der vier 
nachfolgenden Operationen: 

V-ı(V I) VI I, -V-IV-I)-V-I-V 1), 
deren erste und letzte der Operation —1, deren beiden mitt- 
leren der Operation + 1 gleich kommen, wodurch auch die zwei- 
malige circulare Spaltung sowohl auf —«alsauf« führen muss. 

21. Schlieszlich wollen wir 
noch ganz allgemein das Sym- 
bol &+V—-1ß deuten. Es sei 
darunter verstanden das Com- 
plex der Strahlen erhalten durch 
die Addition des Strahles & zu 
jedem der Strahlen des Vektor- 
kreises V—-1ß. 

In der Figur 9 sei OA=a, AB=£. Der Vektorkreis V—18 
ist in der Figur gezeichnet. Es sei AP einer der Radien des- 
selben, so ist OP=ÜOA- AP einer der in <&+V--1ß ent- 
haltenen Vektoren. Lassen wir AP den Vektorkreis beschrei- 
ben, so beschreibt OP die Seitenfläche eines Kegels, dessen 
Mittelpunkt O, dessen Grundfläche der Kreis A ist. 

Das Symbol «+ v.-18 stellt daher die sämtlichen Seiten- 
linien des schiefen kreisförmigen Kegels vor, dessen Scheitel 
der Anfangspunkt von x und dessen Grundfläche der Vektor- 
kreis V-Aıß ıst. 

Wir schlagen vor dieses Gebilde einen Vektorkegel zu 
nennen. 

Ein Vektorkegel wird daher stets durch die sämtlichen 
Seitenlinien eines Kegels zweiter Ordnung (der analytischen 
Geometrie) gebildet. 

Wenn ß=xxz, wo x eine positive oder negative algebraische 
Zahl ist, wenn 8 daher in die Richtung von z fällt, so wird 
der Vektorkegel + V—-1xz oder 1-z=V-1)x ein rech- 
ter, indem die Grundfläche in diesem Falle senkrecht steht 
zur Richtung des Vektors OA oder «, welcher mit der Achse 
des Kegels zusammenfällt. 
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Aus dem im vorhergehenden Artikel Angeführten ist einleuch- 
tend, dass die beiden Vektorkegel + V_-1ß und «—- V_ıR 
identische Gebilde darstellen. 

Die Summe und die Differenz zweier Vektorkegel wollen 
wir dureh die beiden nachfolgenden Gleichungen definiren: 
@ -VYZAP)ERTV-ıN=lk&kLe)HV-ı( EP) (a. 32) 

Mit der Deutung des Symbols YV—-1x sind wir schon ganz 
auf das Gebiet der Quaternionen hinübergegangen, deren ein- 
gehendre Behandlung erst in den nächsten Abschnitten erfolgt. 
Wir werden ‘dort Gelegenheit finden noch näher auf obige 
Deutung zurück zu kommen. (Siehe den 4 Abschnitt, Art. 97). 

22. Wir wenden uns jetzt der Erörterung einiger sehr wich- 
tiger Sätze zu: 

1°. Jeder Vektor y in der Ebene zweier gegebenen Vektoren 
& und 8 kann linear in z und 8 ausgedrückt werden; d. h. 
es findet eine Relation statt von der Form 


y=a2--yß oder a +bPß 1y=0.... (a. 33) 

wo x, Y, a, b, c positive oder negative Skalare sind. 

Die drei Vektoren z, 8, y, denken wir uns aus einem gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte O ge- 
zogen. Es sei 0(A—., OB=ß, F$ 
OG— yes, rl). 2, 

Wenn x mit « und ß in einer 
Ebene liest, so werden Gerade, 
aus C parallel zu z und ß ge- 
zogen, die Vektoren 8 und 
bzhw. oder deren Verlängerungen schneiden müssen z. B. in 
C, C” bzhw. 

Es ist sodann 

II IT 007 E06: 
Man kann jedoch setzen 
OO, OU —yß, 


wenn x, y positive oder negative Skalare sind. Deshalb wird 


y=aa-+ yß. 
Die Gröszen x, y stellen die Verhältnisse der Längen der 
Componenten von x in die Richtungen x und 8 zu den Längen 
2 





c' C 
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der Vektoren x und ß selbst vor. Man ersieht daraus sogleich, 
dass der Vektor O0 
bei positivem » und positivem yin dem Winkel AOB liegt 
» negativemz » negativemy » » Gegenwinkel A’OP', 
» » x » positivem y» » Nebenwinkel A’OB, 
» positivem x » negativem y » » » AOB. 
Es ist unschwer die Coeflicienten x und y auf andre Weise 
zu deuten. Man findet leicht die Transformation 
00” Fläche A 00’B 
7 OA HEchEBANDABE 
Es ist weiter Fläche A OC’"B=A0CB, weil Ü”6//OB. Un- 
terscheiden wir noch die gleichen Flächen OUB und OBÜ dadurch, 
dass wir setzen 








A 00B = — A OBÜ 
und bezeichnen die Flächen der Dreiecke OBÜ, OCA, OAB mit 
0.Br, O.ya, O.2ß, so wird 
0.8% ® O.ya 
0.28 0.2B 
Die Gleichung y=x%2-+-yß lässt sich hiernach in die nach- 
folgende symmetrische Gestalt bringen 


0.89, + 80.92 +y0aBß=0 ...... (a. 34) 

Vektoren in einer Ebene werden complanar genannt. 

Man kann nun auch leicht den umgekehrten Satz beweisen: 

Wenn zwischen drei Vektoren z, 8, y eine Relation statt- 
findet von der Form (a. 33), so müssen dieselbe complanar sein. 
Denn weil y—=xz2-+-yß, so liegen die beiden Endpunkte von 
y in der Ebene von & und ß; somit sind &, 8, x complanar. 

Die Gleichung (a. 33) drückt daher die Bedingung aus, unter 
welcher drei Vektoren complanar sind. Dieselbe wird daher die 
Bedingung der Complanarität genannt. In dieser. Bedingung 
sind nach (a. 34) die Üoeflicienten a, 5, c proportional zu den 
Gröszen O.ßy, O.ya, O.aß. 

2°, Jeder Vektor im Raume kann linear ausgedrückt werden 
in drei willkürlich gewählte nicht complanare Vektoren. 

Es sei in der Figur 11 

OA=a, OB=ß, 0C=y, D—2. 





= ‚ und ebenso y— 
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Bringen wir eine Ebene durch OC und OD, welche die 
Ebene AOB schneide in OD”. 
Ziehen wir 

DD’ /CO und DD’/D’O. 
Endlich sei 

D’D,”4/AO und D’D,’ BO, 
so ist 
0OD=-0D’DD- 

— OD.’ +D,D’+D’D- 
—0D,’+0OD, OD. 

Es kann jedoch 
Ua 22,0, —=uB 0027 
gesetzt werden, wenn z,y, 2 pO- 
sitire oder negative Skalare sind. 

Demnach wird 


Figt Ü 





IE, I er a (a. 35) 
Wir wollen noch die Bedeutung der Üoeflicienten », y, 2 

näher erörtern. Es ist nämlich 

OD,” Fläche A OD,’B Volumen ppd. OD,"BÜ 

OA Fläche AOAB Volumen ppd. OABC 

wo ppd. OABC abgekürzt steht statt des Parallelepipeds auf 

den Seiten OA, OB, OÖ construirt. Man hat weiter 

Vol. at, OD,’BC= Vol. ppd. OD”’BC, weil D,’D”// der Ebene OBÜ 

—= Vol:ppd. ODBC, . >. D’D/ >» » OB. 

Setzen wir wieder: 


Vol. ppd. ODBO = — Vol. ppd. OBUD, 








x = 


so wird 
2 —= — Vol. ppd. OBCD : Vol. ppd. OABO. 

Demnach geht die lineare Gleichung für 3 (a. 35) über in 
& V.OBCD+ßV.OCDA-y V.ODAB-+3 V.OABC—0. (a. 36) 
wenn mit /.OÖBCD das Volumen des Parallelepipeds auf den 
Seiten OB, OG, OD construirt, gemeint ist. 

3°. Jeder Vektor x, welcher mit zwei anderen x und ß den- 
selben Anfangspunkt O hat (oder coinitial ist), während 
die drie) Endpunkte C, A, B in einer Geraden liegen (drei 
solche Vektoren en terminocollinear genannt), lässt 
sich darstellen durch 








Rn 2% 1 yß 
2 20 
oder ist mit diesen anderen Vektoren & und 8 verbunden durch 
eine Relation von der Gestalt 
ax +-bB+cy=0, wo zugleich a+b-+c=0. (a. 38) 
2, Y%, 4, a, b, c sind hier wieder Skalare, positive oder 
negative, 
r Es sei, um dies darzutun, in 
Mer N der Figur 120A—=a, OB—ß, 
OC=y, so findet man daraus 
OB=0OC6-+ÜB OA=0OC-+CA 
somit 
0(B=0B-00—-ß-—y, 
(A=0A—-00—=2—y. 
Weil CB und OA gleiche 
oder entgegengesetzte Richtun- 
gen haben, so kann man setzen 


CA = v.OB, 


wo v ein Skalar ist, positiv, wenn OB und CA gleiche Rich- 
tungen haben d. h. wenn Ü auf der Verlängerung der Geraden 
AB liegt, negativ, wenn Ü auf der Geraden AB selbst liegt. 
Es wird hierdurch 


r) 








@e—y=v(ß—py) 
BR vß 
Ehe RN 
Indem man v durch —u ersetzt, findet man, dass 
2 uß 
d9i Ei  . ; (a. 39) 


einen Vektor OC darstellt, für welchen bei positivem u der 
Punkt © auf AB selbst, bei negativem u auf der Verlängerung 
der Geraden AB liegt. 

Die Gleichung (a. 38) ist nur eine andere Gestalt der Glei- 
chung (a. 37). Setzt man nämlich in (a. 39) u=y:x, so wird 


_ 9% + yß 
© + %Y 
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oder 
2a +yB—-ery)r=0, 
oder auch | 
wu +yß+2Y—V; 
wenn 


z=— (a+y) dh. +y+z=0 
gesetzt wird. 
Die Bedeutung der Coeflicienten x, y, z in der zuletzt er- 
haltenen Gleichung lässt sich leicht angeben. Denn es war 
OA OA 
Br oder nn: 
Deshalb ist auch 
es SAN GA. x Y 
der BC = CA’ 


E80.0Ba BO. 
und hieraus leitet man her: 
iD Y ey a 
BEREIT BC-EOA SWBANTVAB 
oder schlieszlich 








a 
BC CA AB 

Dieselbe Bedeutung haben die Coefficienten a, b, c in der 
Gleichung (a. 38). Dabei müssen die Richtungen der Geraden 
BC, CA, AB beachtet werden. 

4%. An das Vorhergehende schlieszt sich die Frage an, einen 
Vektor, welcher mit drei anderen gegebenen Vektoren coini- 
tial ist und seinen Endpunkt in der Ebene der Endpunkte 
dieser drei gegebenen Vektoren hat, mittelst derselben aus- 
zudrücken. | 

Es seien OA=x, OB=ß, 0O6=y die gegebenen Vek- 
toren, OP=p der gesuchte Vektor, so müssen die Vektoren 
@—o=PA, ß—p=PB, 9—?=PÜ complanar sein; daher 
muss nach (a. 33) irgend eine Relation von der Form 

a N el) A Pe A a 
stattfinden, und hieraus erhält man unmittelbar 
_ aa+tyß+zy 
p= a TE (a. 40) 
wodurch die gestellte Frage gelöst ist. 
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23. Geometrische Örter. Im vorigen Artikel sahen wir, dass 
+ uß 
l1+u 
wenn man u alle möglichen Werte beilegt, einen geometrischen 
Ort darstellt, nämlich die Verbindungsgerade der Endpunkte 
der Vektoren & und ß. 
Allgemeiner können wir sagen, dass 

eP— Mu) a DU) Ba RNIT (a. 41) 
wo u ein Skalar und & und ß gegebene Vektoren bedeuten , 
einen geometrischen Ort, eine gewisse Curve, in der Ebene 
von & und ß darstellt. 

Denn die Gleichung (a. 4l) sagt aus, dass p aus den beiden 
Componenten (u) und D(w)8 zusammengesetzt gedacht wer- 
den kann. Wählen wir daher die Richtungen der Vektoren 
und ß als X und Y Achse eines recht- oder schiefwinkligen 
Coordinatensystems, dessen Anfangspunkt der gemeinsame An- 
fangspunkt der Vektoren x und £ sei, so können wir für irgend 
einen Punkt, dessen Vektor p der Gleichung (a. 41) genügt, 
schreiben 





el == 


9 


eu) D2, = DUB er (a. 42) 
und die Elimination von « zwischen diesen beiden Gleichungen 
führt auf eine Gleichung: 

Fay)= 6, 
die analytische Gleichung der fraglichen Curve im gewählten 
Coordinatensystem. 
Es wird in diesem Falle 7 eine Funktion des Skalars u genannt. 
In derselben Weise erkennt man, dass 
p=Ylu,v)a+flu,v)B+Plu,v)y.... (a. 43) 
wenn z, ß, x drei nicht complanare Vektoren sind, eine 
Oberfläche darstellt, und dass man die Gleichung derselben in 
analytischen Raumcoordinaten in Bezug auf x, 8, y als Coor- 
dinatenachsen erhält durch die Elimination von «, v zwischen 
den drei Gleichungen 
2=Y(uv) Te, y=f(wv)Tß, z=P(uv)Ty . (a. 44) 
Und ebenso wird mit | 
PYWatsWRHEWr.:..:.... (a. 45) 


eine Raumcurve bezeichnet, weil man zwischen den Gleichungen 
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z2=Y(u) Te, y=f(u) TB, z=P (u) Try... . (a. 46) 
den Skalar u zweimal eliminiren kann. 

Man hätte dies auch ohne die Zuhülfenahme der analyti- 
schen Geometrie leicht ersehen können. 

Wenn man nämlich dem Skalar u in (a. 45) nach einander 
alle möglichen Werte erteilt, so wird der Endpunkt des 
Vektors p dieser Gleichung eine Raumcurve beschreiben müssen, 
weil im allgemeinen auf jeden der Gleichung (a. 45) genügen- 
den Wert von p nur ein einziger Wert von p folgen wird. 

Bei der Gleichung (a.43) jedoch kann man, indem ein 
bestimmter Wert der Grösze u beigelegt, v» dagegen ver- 
änderlich gelassen wird, den Endpunkt des Vektors p erst eine 
Curve beschreiben lassen; wählt man nachher einen andren 
bestimmten Wert für vw, so beschreibt auch der Endpunkt 
des Vektors p eine andre Curve. Wiederholt man dies für alle 
möglichen Werte der Grösze u, so werden alle in solcher 
Weise erhaltenen Curven eine Oberfläche bilden. 

Noch sei erwähnt, dass mit der Gleichung (a. 43) die nach- 
stehende 

p=ax2 +yß-+ 27 
aequivalent ist, wenn überdies eine bestimmte Relation zwischen 
2, 9%, z gegeben ist. Und in derselben Weise ist (a. 45) mit 
jener Gleichung aequivalent, wenn ausserdem noch zwei be- 
stimmte Relationen zwischen x, y, z stattfinden. 

24. Einige Beispiele mögen das Vorhergehende erläutern: 

1. 9 =ux + V1— u?ß mit der Bedingung —1<u<l 
stellt eine Ellipse dar; wenn man Tx=a, T%=b nimmt, so 
werden die Gleichungen (a. 42) für diesen Fall 

Bun y-=Vıi-ub oder z=acosd, y=b sind 
und diese Gleichungen gehören jedem Punkte einer Ellipse an, 
in welcher die Vektoren x und % als conjugirte Durchmesser 
vorkommen. 

2%. p=ua+vß V1—u?—v?y, mit der Bedingung 
— 1<Vu?+v?’<1, ist die Gleichung eines Ellipsoids, mit «, 
ß, y als conjugirten Durchmessern. 

3. p=uda-+tv’ß+(u-+v)y führt zur Elimination von 
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u, v aus 
z2=ula, y=vdb, z=Whmtrv’c=(uwW + 2w- v’)e. 
Es ist hierdurch | 
w—", —%, 2 uv — 
a b 
und die Elimination ergibt 


(2 -2-2) = =0 


C a b 


4 
C 


einen Kegel zweiten Grades, der durch die Ebenen 2=0, 
y=(, z=0, oder OBC, OCA, OAB, wie unmittelbar er- 
sichtlich, berührt wird. 

4%, Ebenso führt 








Ina 8 Y 
ne ae 
zur Elimination von u, v aus 
ung iD BLU! C 
Bi Alan) Pe) 


Dadurch ergibt sich 
+, +2 —0 oder ayze + bze + cay =. 


Die gegebene Gleichung gehört somit wieder einem Kegel 
zweiten Grades an, welcher jedoch in diesem Falle die Durch- 
schnitte der Ebenen z=0, y=0, z=(0, zu je zwei genom- 
men, d. h. die Geraden OA, OB, OÖ, enthält. 

25. Differentiale von Vektoren. Wenn ein Diffe- 
rential eines Vektors z ohne weitere Nebenbedingung gebildet 
werden soll, so wird damit gemeint ein willkürlicher Vektor 
aus dem Endpunkte des Vektors z gezogen. 

Es erscheint aber weiter, wie aus den drei vorhergehenden 
Artikeln einleuchtet, ein Vektor p manchmal als Funktion an- 
derer gegebenen Vektoren &, 8, x und einer oder mehrerer 
Skalarvariabeln u, v...... Wir wollen diese Funktion ganz 
allgemein denken 

Dr DT2, Bye. 2). Ne. (a. 47) 

Es kann nun gefragt werden, welche Änderung p erleidet, 
wenn man eine oder mehrere der Gröszen &, ß, 9% U, v..... 
eine Änderung erfahren lässt. 
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Dies zu veranschaulichen ist die Figur 13 gezeichnet. O ist 
der Vektorenanfangspunkt, die gezeichnete Curve der von dem 
Endpunkte des Vektors OP=p beschriebene geometrische Ort. 

Bei demselben wollen wir 2, @, y constant erhalten und 
nur eine Änderung der Grösze u Fig.1} 
erteilen. Die Gleichung (a. 47) 
hat nämlich bei einer Raumcurve, 
wie wir in. Art. 23 sahen, die 
Gestalt p—=Q (a, ß,y, u); weil 
&, ß, y constant bleiben, so wol- 
len wir hierfür einfacher schreiben 

. r—=Vlu). 

Eine Anderung der Grösze u ° 
allein bewirkt, dass der Punkt P 
die Curve entlang sich bewegt, 
z. B. nach Q. Es ist deshalb 0OQ — OP oder PQ die durch 
Änderung von 4 bewirkte Änderung von p oder 

PQ=Ar=Vwt AW— U). 

HamıtLton wählt nun als Definition des Differentials des 

Vektors p 






& 





B 


de=dyb (u) =Lim.n u + =) — Y(u)),fürn—w. (a. 48) 
und diese Definition hat den Vorteil vor der üblichen, dass 
mit derselben die Gröszen dp und dw nicht notwendig als un- 
endlich klein betrachtet zu werden brauchen. Andrerseits ist 
dieselbe für diesen Fall mit der üblichen Definition im Ein- 
klang, wie leicht ersichtlich. 


Ist nämlich du nicht unendlich klein, so nähert sich doch 








beı wachsendem n die Grösze u der Null. Man kann deshalb 
N. 
bei sehr grossem n die Grösze v(u+) durch 
n 


Wr) +. 


ersetzen, wobei W, W” die Derivirten der Funktion % bedeuten. 
Es wird deshalb 
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dp = Lim. n 





/ du „ du 3 / 
vWErvWsl®) +... = 4 u 

Das so definirte Differential von z hat auch eine leicht an- 
gebbare geometrische Bedeutung. Bei wachsendem n nähert sich 


nämlich der Vektor % (v+=) dem Vektor y(u) oder OP d.h. 
in der Figur 13 nähert der Punkt Q die Curve entlang sich dem 
Punkte P. Es wird deshalb u (+) (vw) bei wachsendem 
n als ein unendlich kleines Bogenelement der Curve betrachtet 
werden können, und Lim. n E (+) (| oder dp wird 


ein endlicher Vektor in der Richtung der Tangente im Punkte 
P sein. 

Der Tensor dieser Vektors ist du.TY(u); den Wert dieses 
Tensors, wenn du der Einheit gleich genommen wird, wollen 
wir den Tensor des Tangentialvektors im Punkte P nennen, 
und den Vektor mit diesem Teusor einfach den Tangen- 
tialvektor im Punkte P. Derselbe ist eine Funktion von u, 
nämlich Y(u). 

Aus dem Tangentialvektor können wir sodann wieder einen 
anderen Vektor herleiten, nämlich 


dyv'(u) = Lim. n vu + = — Yu) 

und dieser wird das zweite Differential des Vektors p genannt. 

Die oben definirten Difterentiale dp und du sind von HAMILTON 
simultane Differentiale genannt worden. 

26. Die Länge s des Bogens der Öurve, von einem bestimniten 

Punkte P, derselben bis zum Punkte P gemessen, kann als 


eine Funktion (u) des Skalars u betrachtet werden. Man kann 
demnach die Grösze ds nach der Formel 


ds Lim. n[ F(u+)— |, Tan A 5, 


berechnen ; und das in dieser Weise bestimmte ds ist ein Skalar, 
weil dasselbe von s oder Fu) gilt. Es lässt sich nun aber 
leicht ersehen, dass das in diesem Sinne genommene ds der 
Grösze Tdp gleich kommt, so dass man die Relation 


‚fürn=o. 








hinschreiben kann. 
Denn es sei in der Figur 14, wo 
P,P=s, OP =» genommen ist R 


T.P,P= ru + =) OP u — =) 
somit | 


T.PP= Put = — Fu). (a. 51) 





PP=y(u+) — Y(u). (a.52) ° 
Es ist sodann nach (a. 49), (a. 51) 
ds = Lim. nT.PP’ 
—T. Lim. n.PP’ nach (a. 4) 
—=T.dp, nach (a. 52) in Verbindung mit der 
Definitionsgleichung der Grösze d». 
Die Gleichung (a. 50) wird bei späteren Anwendungen mehr- 
mals benutzt werden. 
27. Wenn 7 zu einer Oberfläche gehört, daher der Glei- 
chung (a. 43) 
rl o)a tm) BHP m) =F (u o) 
genügt, so kann man auch partielle simultane Differen- 
tiale von p bilden 


EN F. -I- = .) — F (u, | y 
ie IF ya =) Eat | 


Vektoren, welche beide in der Tangentialebene des Punktes 
mit dem Vektor p liegen. 


QUOTIENTEN VON VEKTOREN. 
QUATERNIONEN. 


28. Die Operation, durch welche ein Vektor x in einen 
anderen 8 übergeführt wird, heisst der Quotient der Vek- 
toren 8 und @ oder der Quaternion £ dividirt durch « '). 
Man schreibt denselben 


B:a=g oder E=q en (d. 1) 


und nennt, dem bisherigen Sprachgebrauch gemäsz, 8 den 
Dividendus oder Zähler, x den Divisor oder Nenner. 

Dass der Operator g an einen Vektor z wirkt und dass 
daraus 8 resultirt, bezeichnen wir wie nachstehend, 

Baga..neereree (b. 2) 

Die Operation der Überführung eines Vektors in einen an- 
deren besteht aus 

1°. einer Ausdehnung oder Zusammendrückung des Vektors 
&, bis dessen Tensor demjenigen des Vektors 8 gleich ge- 
worden ist. 

2°. einer Drehung in der Ebene der beiden Vektoren & und 
ß d.h. um eine Achse senkrecht zu dieser Ebene, während 
der Drehungswinkel dem Winkel zwischen den Vektoren « 
und & gleich kommt. 

Ein Quaternion ist deshalb bestimmt durch: 


1) Man sehe die Anmerkung auf S. 2. 
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1°. die Grösze der Ausdehnung oder Contraction, d. h. das 
Verhältnis der Tensoren der beiden Vektoren, also 
T3:Tx oder I8 
Ta 
Dieses Verhältnis wird Tensor des Quaternions q ge- 
nannt und mit 7g bezeichnet. Es gilt demnach die Gleichung 


Weil 7% und 78 nach dem vorigen Abschnitt arithmetische 
Zahlen sind, so ist auch 7g stets eine solche. 

20, Die Ebene, in der die Drehung stattfinden soll. Anstatt 
dieser Ebene pflest man das Lot dazu in einem bestimmten 
Sinne gezogen zu geben. Wir wollen die Verabredung machen, 
dass die Senkrechte zur Ebene der beiden Vektoren stets nach 
der Seite gezogen wird, von welcher aus gesehen die Drehung 
von & nach ß entgegengesetzt der Bewegung der Zeiger einer 
Uhr erscheint. 

Das so bestimmte Lot soll die Achse des Quaternions 
g heiszen und mit Ax.g bezeichnet werden. Dieselbe ist ein 
Vektor unbestimmter Länge. 

3°. Die Grösze des Drehungswinkels des Quaternions, welchen 
wir mit Zg bezeichnen wollen. Wir setzen vorläufig fest, dass 
derselbe stets zwischen 0 und * entbalten sein soll. 

Weil die Achse des Quaternions durch zwei Gröszen bestimmt 
wird, z. B. durch die beiden Winkel mit zwei gegebenen Vek- 
toren in einem bestimmten Sinne gezählt, so braucht man zur 
Bestimmung eines willkürlichen Quaternions im ganzen vier 
Gröszen, daher Hamınron auch den Namen »Quaternion” de- 
rivirte. | 

29. Zwei Quaternionen sollen einander gleich 
heiszen, wenn dieselben in Tensor, Achse und Drehungswin- 
kel übereinstimmen. 

Wenn wir demnach die beiden Vektoren OA und OB eines 
Quaternions OB: OA in der Ebene OAB drehen, während die 
Tensoren der Vektoren ungeändert bleiben oder beide in demsel- 
ben Verhältnis geändert werden, und solches während der Winkel 
zwischen den Vektoren constant erhalten wird, so bleibt auch 
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der Quaternion ungeändert. Oder kürzer kann man auch sa- 
sen: Wenn das Dreieck OAB in seiner Ebene gedreht wird 
und zugleich deformirt, so dass es sich selbst ähnlich bleibt, 
so bleibt der Quaternion OB: OA ungeändert. 
Es folgt hieraus noch die Formel 
OB z.OB 
OA =.OA 
wenn x einen Skalar bedeutet. 
Auch bei Quaternionen wollen wir die Gültigkeit der beiden 
Grundsätze des ersten Abschnittes (Art. 3) annehmen. 
ß 


7 
& 





Wenn an und ——g, während 9—g, so braucht noch 


nicht @=P’ und 2<=« zu sein. Es ist vielmehr nur not- 
wendig, dass die Vektoren 8 und « (OB’ und OA’) mit ß 
und x (OB und OA) in derselben Ebene oder in parallelen 
Ebenen liegen, wodurch Ax.g mit Ax.g übereinstimmt, und 
dass die Dreiecke OAB und OA’B ähnlich sind. Denn es ist 
hierdurch Zg=Zg und y=Tg. 

30. Die beiden Operationen, aus welchen nach Art. 28 ein 
(Quaternion zusammengesetzt ist, können wir auch nach ein- 
ander ausgeführt denken; zuerst die Drehung, nachher die 
Ausdehnung (oder Zusammendrückung) oder umgekehrt. 

Wir wollen die im Quaternion 9 enthaltene Drehung den 
Versor des Quaternions nennen und mit Ug bezeichnen. 
Dass dieser Operator an einen Vektor z wirkt, geben wir 
dadurch zu erkennen, dass wir das Symbol Ug vor das Zei- 
chen & setzen, durch einen Punkt von einander getrennt. 

Ug ist, wie aus dem Vorigen ersichtlich, ein Quaternion, 
der einen Vektor in einen anderen gleicher Länge überführt. 
Die absolute Grösze dieser Länge kommt nach dem Vorigen 
nicht in Betracht. Wir können deshalb die Formel hinschreiben 


Ein solcher Quaternion wird von Hamitton Radial genannt. 

Wir haben somit | 
Düne 1: vg Vorne neun (b. 4) 

Ug ist bestimmt durch Ax.g und Lg. | 
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31. Nach dem vorigen Artikel ist Ug.x ein aus z entstan- 
dener Vektor. Lassen wir nun an diesen den Skalaroperator 
Tg wirken d. h. unterwerfen wir den in die neue Lage ge- 
ratenen Vektor einer Ausdehnung, so wird dies durch das 
nachfolgende Zeichen ausgedrückt: 7g Ug.«. 

Es hat nun aber die ganze Operation q stattgefunden; das 
Resultat ist somit auch g& nach (5.2) und wir können des- 
halb symbolisch schreiben: 

G—HTO ÜgRIREN EIMNR Re, (b. 5) 
und sagen sodann, dass Ug mit 7g multiplieirt ist )). 

32. Soll ein Vektor in einen anderen gleicher Richtung 
übergeführt werden, so wird dies schon durch die alleinige 
Anwendung der Operation 7g bewirkt. Es ist demnach in diesem 
Falle 9—=T7g zu setzen, und zugleich, nach (d.5), Ug=|1. 

Soll ein Vektor in einen anderen entgegengesetzter Richtung 
übergeführt werden, so wird dies ebenso durch die alleinige 
Anwendurg der Operation — 7g bewirkt. In diesem Falle ist 
daher zu setzen g—=—Tg und zugleich, nach (8.5), g—=-—1. 
Es erscheinen hiernach die positive und die negative Einheit 
als eine besondere Art von Versoren. 

In diesem Sinne kann die Wirkung einer positiven oder ne- 
gativen algebraischen Zahl x oder — x, wo x eine arith- 
methische Zahl bedeutet, wie nachstehend gedeutet werden 

| +2)2a=x(+ 1.) und (- Je = (— 1.e). 

33. Wie Ug so ist auch 7g ein Quaternion, nämlich ein 
solcher, der einen Vektor in einen anderen gleicher Richtung 
überführt. Es ist deshalb 

N NEN as N (b. 6) 

Hamıtton führt in seine hechnungsweise auch noch den 
Ausdruck Norm eines Quaternions ein mit dem Zeichen 
Ng und mit der Definition 

Ak IE > (d. 7) 

Diese Gleichung besagt zugleich, dass wir bei (7g)” die 

Klammern der Einfachheit wegen fortlassen wollen. 


1) Man sehe die Anmerkung auf S. 2. 


32 


34. Wenn der Quaternion g den Vektor & in 8 überführt, 
so sei mit ei derjenige Quaternion bezeichnet, welcher umge- 
q 


kehrt den Vektor 8 in x übergehen macht. 
Weil Ug den Einheitsvektor der Richtung & in denjenigen 


1 7: 
der Richtung 8 überführt. so wird Ice den Übergang des 


Einheitsvektors Uß in Ux bewirken. 
Es sind wohl unmittelbar die nachfolgenden Gleichungen 
einleuchtend 


1 1 1 l; 1 1 
Ax.—- = — Au. 9 L-=Z ‚ 1a —, ee b.8 
7 ng BL. Dan Dora hau li 
Die dritte dieser Gleichungen wird übrigens, wie nachstehend, 
bewiesen: 
Ru Rz 1 1 1 
I, _ — Ms — — — —ı— —— — 
q Rem TB m 7% 
Tx &% 


Man schlieszt hieraus noch 
1 192 18: ıl 1 
n-=(r!) (2) = — ——.....(b.8*) 
q q Tg Ton Ng 
ei wird der reciproke Quaternion des Quaternions q 


genannt. 
Es ist unmittelbar ersichtlich, dass der Reciproke eines re- 
ciproken Quaternions, der ursprüngliche Quaternion ist. 


Die Quaternionen g und - können deshalb reciprok zu ein- 


ander genannt werden. 
In einer Formel heiszt dies 


35. Zwei Quaternionen mit gleichem Tensor, gleichen Dre- 
hungswinkel aber entgegengesetzter Achse werden conju- 
girte Quaternionen genannt, und wenn g der eine der- 
selben ist, so wird der andere mit ÄXg bezeichnet. 
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\ 


Führt 9 den Vektor OA im OB über, oder ist 1-0 so 


können wir in der Ebene OAB einen 
Vektor OB zeichnen (Figur 15), welcher 
mit OA nach der andern Seite einen 
Winkel bildet, der dem Winkel AOB 
gleich kommt und dessen Tensor der 


Fig15 








Relation genügt 2 
T.OB —= T.OB. 
Es wird sodann a den Quater- 
OA 


nion Kg darstellen oder Xg führt OA 3 
in OB’ über. Die nachfolgenden Formeln gelten demnach: 


Ax.Kg=— Au.g, ZKg=ZLg, TKg=T9, URg-U, 7, (d.10) 
Aus TKq=Tg folgt noch 


NROF=Ngr re. MR, (b. 11) 

Aus den Relationen (db. 10) ergibt sich 
1 * 
Kq=TKg lt, ET RER (b21l-) 


Unmittelbar wird die nachstehende Formel einleuchten : 
KIDS EL BERN NE (b. 12) 
oder in Worten, der Conjugirte eines conjugirten Quaternions 
ist der ursprüngliche Quaternion. 

Der Kürze halber wollen wir anstatt K(Kg) einfach KKg 
oder K?g schreiben. 

Man ersieht dann auch weiter die Richtigkeit der Formeln 

Kg, K"tg=Kg, 
wenn m eine ganze Zahl bedeutet. 

Die Symbole X und Uoan einen Agtb 
Quaternion nach einander operirend,, 
sind commutativ, oder 

KUg—= UKg...(b.13) 
Denn, wenn in der Figur 16 9=OB:0A, 0 
Kg=0B':0A, während OB, OA, 
OB,’ Einheitsvektoren sind, so ist 
Relag KO _B, BOB 


DR Oo 3 
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Durch die Verbindung der Begriffe dieses Artikels mit denen 
des vorigen erhält man noch mit 

Host | A Hülfe der Figur 17, bei welcher 

Z K0B= ZBOAZ ZAOB, 
und | 
T.OAZ=T.OA STOBZZLOR: 
0 A 1 OATEON BON 1 
a UBMEOR NOBABERT 

1 


pg’ Oder kürzer Ko=x, en (Fa ©.) 





36. Unter z9, wobei wir voraussetzen ale während x 


OA’ 
ein positiver oder negativer Coeflicient ist, wollen wir verstehen 
den Quaternion, welcher den 
Vektor OA in den Vektor x.OB 
überführt, wodurch wir die 
Gleichung erhalten 
x.OB 








20 — ox:  : 0.19) 

In dem besonderen Falle 

@—=-—1, schreiben wir einfacher 
—OB OB 3 

-9= ga 0B (Figur 18). 


Wir können im allgemeinen 

zwei Fälle unterscheiden 

1°. x ist ein positiver Skalar. Es ist sodann 

A229 = Ae.g, Zug — ZI, Ing— 219, U2g—Ug ... #216) 

2%. x ist ein negativer Skalar, nämlich —y. Bei dieser An- 
nahme wird | 
Ar.ag=— Ang, Zeg—==— Lg, Teg=yTg, Uag=-— Ug (6.17) 

Die letztere dieser Formeln ist nachstehend bewiesen. 


N Be BACH den De kn Nor 


— nach (a. 21) 


—OB 
OA nach (db. 16) = U(—)9). 
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Es ist jedoch U.(—g) ein Quaternion, welcher den Einheits- 
vektor Oa (Fig. 18) in Ob, überführt, und dieser ist der Ne- 


gative des Radials = deshalb ist 
a 


und schlieszlich 
Uxg = — Ug. 
Als besondere Fälle der Gleichungen (b. 16) .(b. 17) können 
betrachtet werden 


Tx — x 
wenn x eine arithmetische Zahl ist, und 
De 


wenn x die algebraische negative Zahl — y bedeutet. 
Denn es ist in dem ersten Falle 
Te Neal) ellenach, (5. 16)—x 
und in dem zweiten Falle 
Te = Ty.—1)=yT.—1 nach (b. 17)=y, 
weil das Verhältnis der Längen der Vektoren bei dem Quater- 
nion —1 der Einheit gleich kommt. 

Die Ausdrücke x(yg), zyg und (zy)g betrachten wir als 
identisch. 

Wenn an einen Vektor x zuerst die Operation x und nach- 
her die Operation q vollzogen werden soll, so wollen wir dies 
schreiben gx«. 

Es gilt der Satz 

BER 9 Ne (bd 18*) 

Denn es ist offenbar gleichgültig, ob wir erst den Tensor 
des Vektors im Verhältnis x ändern, sodann den erhaltenen 
Vektor drehen und wieder den Tensor im Verhältnis Tg ändern, 
oder ob man erst den Vektor dreht, und sodann den Tensor 
nach einander in den Verhältnissen 7y und x sich ändern . 


lässt. 
Ebenso ersieht man leicht, dass 
BRETT oe (631.855) 
weil 


OB zyOB 


eR) y&OB 
ayg—Xy OA DAT A 


nach (db. 15)—= OA nach (a. ")—yx var 
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und im allgemeinen wird einleuchtend sein, dass die arithme- 
tischen Zahlen an einen Quaternion operirend dieselben Gesetze 
befolgen müssen, denen sie bei ihrer Operation an Vektoren 
gehorchen. 
Einige weiteren Formeln sind 
1.(-9-(-9)>- - I. (b. 19) 
Man nennt —g den negativen Quaternion von yg. 
Es ist deshalb der Negative eines negativen Quaternions der 


ursprüngliche Quaternion. 





20, A ist ein Quaternion, welcher den Vektor x.OB in OA 


überführt, wenn 






Fi6,19 g g—UbEOR: 
Es sei 
0B—x.0B, 
so ist 
1 OA 
0 A A 2 0P 
Ziehen wir BA und BA’/B’A, so erhalten wir 
OA OA’ 
OBl=0B% 
Weil aber | 
T.OA: TOA—=T.OB:OB=1:x, 
so ist 
T.OA — - T.OA und demnach OA’ - OA. 
n6.20 Es ne oe 
OA 





VErONGer 1:07 214 
By OR ORT OB 
9%. K.xeg = aKg. Dies zu bewei- 

sen, setzen wir erst voraus, x sei 

ein positiver Skalar. Wir nehmen 

an, dassin der Figur 20 g=0OB:0A, 
29 —= 05, 30A, ZAOB —ıZ BOAR 

3° "T.OB = T.OB und 7.08 '=T.OB. 
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Es wird dadurch 
ua BOB N OB; OB 
9 Si OA” 0A 
Weiter wollen wir zeigen, dass 
NOCH Er (d. 21) 
Zu diesem Zwecke haben 
wir nur in der Figur 18 OB, 
durch den negativen Vektor 
von OB, von dem Punkte O 
aus gezogen, zu ersetzen, wie 
in der Figur 21, in welcher 
T.OB= T.0B = 
—= T.OB, = T.OB,”. 
Es ist jetzt, wie bei dem ; 
: 5 B B 
vorigen Beweise 
OB 5E0B OB ODER 
on OA OR OR 
Allgemeiner ist dadurch, wenn y positiv ist 
Ky)=— Kgy=—yKg, 
sodass für alle positiven und negativen Werte von x die Formel 
VEN a (b. 22) 

















— Ka. 


bewiesen ist. 


Wenn wir den Ausdruck ” als gleichbedeutend annehmen mit 
q 


Re wie wir durch die Gleichung (d. 23) aussprechen wollen, 


so lässt die Gleichung (5b. 11*) sich auch in die nachstehende 
Gestalt bringen 


und weil 
1 Rue 1 Een 1 IKT 1 Tg 
ER TTERUG TE Ng Ug 
so kann auch erhalten werden 


2 = 1. oder Kgo= —- ...... (b. 24*) 
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37. Die Summe zweier Quaternionen mit gleichem Nenner, 
wollen wir durch die Gleichung (b. 25) definiren 


a+7= +2 


Es ist leicht diese Definition geometrisch 
zu interpretiren. Wenn in der Figur 22, 
»=0A, Bß—OB pP —=0B; 
so sei BÜ/=0OB gezogen. 

Es wird dadurch 


SE OBMORENDGO 
Ga I A 


Fig 22 


B 








A i { k N 
9 Die Summe zweier Quaternionen mit 


gleichem Divisor ist somit ein neuer Quaternion. 
Aus der Definition der Summe folgt sogleich , dass dabei der 
Satz gilt 
+ -FFL mach = gg 
Und allgemein ist wegen der Gleichung (a. 1), wenn g, 9, 
Yy.... Quaternionen mit gleichem Divisor sind 


ne et a a ale 

Wegen der Gleichung (a. 2) wird auch die nachstehende 
Gleichung einleuchtend sein | 

a u De ae ame u 

Die Summe zweier willkürlichen Quaternionen g=0OB: 0A 
und ’=0OB':0A’ sei so verstanden: 

Wenn die Quaternionen 9 und g’ in verschiedenen Ebenen 
(d.h. in nicht parallelen Ebenen) enthalten sind, so kann man 
die beiden Nenner der Quaternionen nach der diesen Ebenen 
gemeinsamen Geraden überbringen, indem man nach Art. 29 
die beiden Vektoren eines jeden der Quaternionen so lange 
dreht, bis die Nenner in jene Durchschnittsgerade der Ebenen 
zusammenfallen. 

Nach demselben Artikel können nachher die Tensoren der 
beiden der Richtung nach zusammenfallenden Nenner einander 
gleich gemacht werden, indem man auch den Tensor des Zählers 
eines jeden der Quaternionen in demselben Verhältnisse ändert, 
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in welchem der Nenner dieses Quaternions eine Änderung er- 
fahren hat. 

- Es sind dadurch die beiden Quaternionen auf einen gemein- 
samen Nenner reducirt und die Summe kann nunmehr nach- 
dem Anfang dieses Artikels bestimmt werden. 

Wenn die beiden gegebenen Quaternionen in derselben Ebene 
oder in parallelen Ebenen wirken, so kann jeder in einer dieser 
Ebenen enthaltene Vektor zum gemeinsamen Nenner gewählt 
und nach der Reduction der beiden Quaternionen auf diesen 
Nenner die Summe unmittelbar bestimmt werden. 

Auch die Summe zweier willkürlichen Quaternionen ist hier- 
nach commutativ. 

Der Ausdruck +94’ +9" +9" -+..., in welchem q, g, d", gs. 
willkürliche Quaternionen bedeuten, gibt zu erkennen, dass 
zu dem Quaternion gg’ der andere g’ addirt werden soll, 
nachher zum Quaternion g+g’-+g” der andere g”’ u. s. w. 

Es können nicht mehr als zwei willkürliche Quaternionen 
zugleich auf denselben Nenner reducirt werden, weil drei Ebenen 
im allgemeinen nicht eine gemeinsame Gerade enthalten. 

Im Art. 71 wird der Studirende einen einfachen Beweis 
finden, dass auch bei der Summe mehrerer willkürlichen Qua- 
ternionen das commutative und das associative Princip gültig 
bleiben, daher wir hier nicht länger dabei verweilen wollen. 

38. Es können leicht mit Hülfe des vorigen Artikels einige 
weiteren Sätze bewiesen werden: 

18: a ER EFF FR Fu (b. 28) 

Denn es ist 


OB OB OB, -0OB 
IT N= OA + (=) rar‘ ar Franc nach (d. 15) = 
na) mach (2013) 
20, a (5.29) 


Denn man erhält 


-- ErdE nach (a. 9) — (@+y)E nach (b. 15). 


1 
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3°. Allgemeiner erhält man in derselben Weise: | 
tatatSetstst.. DE (b. 29°) 
@tyt2t..)g=@rzryr.. 





2 rk 
@+y test... get gt+dt a 
4, Me. tee 
ED) nach (a. 10)= FE =.g+g). 
Oder kürzer 
1 27a (U Ban u 1) (b. 30) 


Wenn zwei Quaternionen g und g’ einander gleich sind, und 
auch g’=g", so wird daraus geschlossen werden können 
Ban Yang 
Dieser Satz kann als unmittelbare Folge des zweiten Grund- 
satzes im Art. 3 betrachtet oder auch auf geometrischem Wege 
bewiesen werden. Wir überlassen indessen dieses letztere dem 
Studirenden. 
39. Die Differenz zweier Quaternionen g und y definiren wir 
durch die Gleichung 
gg (lg). ee (b. 31) 
Sind die beiden Quaternionen anf den nämlichen Nenner 
redueirt, also 
g=ß:e, g=f:e, 
so ist 


dt -N=E+ nt = _ 
—£ 





SareteN) nach (b. 25) = nach (a. 14). (b. 32) 


Es ıst Kae die Differenz zweier ee ein neuer 
Quaternion. 

In gleicher Weise, wie in Art. 14 für Vektoren bewiesen 
ist, kann man auch hier zeigen, dass die Differenz zweier 
Quaternionen zu dem Subtrahendus addirt, den Minuendus ergibt. 

Ebenso ergibt sich, wie in Art. 14, dass die Differenzen 
zweier einander gleichen Quaternionen mit zwei anderen glei- 
chen Quaternionen, wieder einander gleich sein müssen. 

Aus der Definition (d. 31) kann wie in dem schon mehrmals 
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genannten Artikel die Commutativität der einzelnen Glieder bei 
der Addition und der Subtraction hergeleitet werden. 
Es ist weiter 





I — +N)=-—-49-—-d.:.:.:..... (b. 33) 
mo... 
RZ we tal Vs Imre eh nach (b. 32) — 


Die Verallgemeinerung lautet sodann wieder 
- (4) - MurntE =-atN)-d=—-4— gg (6.34) 
und 
— (4 -!-44)=-BrH- NH rg), nach (b. 31), 
—ual A) ls) og „mach (0,34), 
= + -(- NH -9"mach(b.31) 
oder 


en daial dire „Bach (8.19). . 76(6.735) 
Wie die Gleichungen (a. 19), (a. 20) können weiter die 
nachstehenden bewiesen werden. 
re net are (a) 
Da da (ang aa.» (0.37) 








Noch wird 
ON I EI a er (b. 38) 
Denn | 
(= a(-2)-2 le) nach (5.15) = 
aß > EI BT 
er nach (a. el) 2 -—=—ug 
Weiter 
Bo ou erlag... (89) 
weil 


2-7 + )=ele + - Name te(-N)+e= 
—= er (-agd) ta ag — ad + ad". 
Schlieszlich 
(«— yt)y=ym —- w+t29...... (b. 40) 


Man hat nämlich die Transformationen 
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Ver IR 





@-y+91=(e-y+9° 
Erz seen (a) a 


Be BB 
= yo +2. =29 924. 

Es sind alle diese Formeln analog den in der Arithmetik 
gültigen Relationen. Wir wenden uns jetzt aber einigen speciell 
hierher gehörigen Formeln zu. 

40. Wenn wir die Figur 23 nehmen, so finden wir 

2 \2 
Na+d=11g+N=(T) =tmona > 
(T.OB)? + (T.OB’)? + 2 (T.OB) (T.OB’) cos Z BOB 
ar TERN: u 


OB\? OBN3 OB OB F 
-(7,) +7) +27) (Tox JosZB OB 
N(9+J)=Ng + Ng + 2714 Tg’ cos £B/OB. (6. 41) 
Es lässt sich hieraus unmittelbar 
schlieszen, dass 
N(g+g) und N + Ng 


nur in dem Falle einander gleich 








oder 


C 


kommen, wenn 
cos ZBOB=0, 
d. h. wenn 
A LBOB=> 
Es ist weiter T(g-+g) nur dann gleich 74 + Ty, wenn 
cos ZBOB=1, d. h. wenn die ‘Quaternionen g und g’ nur 
an Tensor verschieden sind, oder wenn J=xg (z sei ein 
positiver Skalar) geschrieben werden kann. 
Es ist endlich 7(y+g) = 79—-Ty wenn coosZBOB=-1, 
d. h. wenn J =—.ıg ist. 
Es ist leicht zu beweisen, dass im allgemeinen auch nicht 
U(g+g) dem Symbol Ug-+ Uy gleich sein kann. 
Wenn wir nämlich in der Figur 23 um OÖ als Mittelpunkt eine 
Kugel mit der Längeneinheit als Radius beschreiben, welche die 


Geraden OA, OB, O0, OB’ in A,, B,,C,,B, bzhw. schneide, so ist 
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Ug=0OB, :0A,, 
Ug=0OB,:0A,, 
Ug+g)= 00, :0A.. 
Wenn wir weiter das Parallelogramm OB,U'B,' beschreiben , 
so wird 
Ug-+ Uy=0OÜ0:0A.. 
Im allgemeinen ist dieser Ausdruck nicht einmal ein Versor. 
Es kann deshalb nur dann 
Ug+ UY=U4rg) 
sein, wenn OÖ und OÖ’ der Richtung nach zusammenfallen , 
und wenn 


TOO =1. 
Die letztere Bedingung erfordert, weil sodann 


TOO =T.OB =T.BÜ 
dass der Winkel BOB z sei, und die erstere Bedingung 


erfordert, dass 
-=T.OB=7.OB oder 79 = Tg: 
Wir erhalten deshalb den Satz: 

Nur wenn 7y=TYy und wenn nach der Reduction auf glei- 
chem Nenner die Zähler der Quaternionen einen Winkel von 
120° einschlieszen, kann 

: u u 
sein. 

Analoge Betrachtungen sind auf 7(g—g) und U(g—-4g) an- 
wendbar. 


Gehen wir nunmehr zu K(y-+-g) über. Es gilt der Satz: 





| KO) ER TER EDEN (b. 42) 
Dies zu beweisen, setzen wir vor- 
aus, es sei in der Figur 24 Fig 24 D 
g=OB: 0A, C 
y=0C:0A, 
Ko=0OB:0A,. .S 
KYZOIGON C 
Construirt man die beiden Parallelo- 1% 


gramme 
OBDC und OBD’V 


so Ist 
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g+g’=0D:0A 
und es ist ein Leichtes zu zeigen, dass 
Ka + 9)=0OD': OA. 

Die dreiseitigen körperlichen Ecken OABC, OA’BC sind 

nämlich congruent, weil den Voraussetzungen gemäss 
ZBOA=ZBPBO0OA, ZOOA=ZC0A, 

während der Winkel zwischen den Ebenen UOA, BOA der 

Scheitelwinkel desjenigen zwischen den Ebenen UOA, BOA 

ist. Es sind deshalb die Neigungswinkel auf den Seiten OB, 

OB’ einander gleich und ZBOC= ZPOC. 

Dadurch werden die dreiseitigen körperlichen Ecken OABD, 
OA’BD’ congruent (Z BOA = ZBOA, ZDOB = ZD/OB, 
weil die Paralleloegramme OBCD, OB’C’D’ congruent sind, 
und der Neigungswinkel auf OB = demjenigen auf OB). 
In denselben sind deshalb die Winkel zwischen den Ebenen 
DOA, AOB und zwischen D’OA, AOB’ einander gleich und 
hieraus folgt, dass D’O in der Ebene DOA liest. In den letzeren 
congruenten körperlichen Ecken ist ausserdem ZDOA= ZD’OA, 
wodurch wirklich OD’: OA= K(g-+-g) ist. Es ist nunmehr 

ODE OB OT OB TED 


Kara) or un O0 Auen) Kain on Kar &- 
Hieraus kann man leicht herleiten 
Kiıa—g)= Kg — Kg nn (b. 43) 


Denn es wird 

K(g— g)=K}g+(—g)| nach (b. 31) = Ky+K(-g‘) nach (b. 42)— 
— Kg+(- Kg‘) nach (b. 21) = Ky— Kg nach (b. 31). 

Allgemeiner folgt aus (b. 42) und (b. 43) | 
KQ@-4d—-gd +2" r..)=Kga-Kf- Kg Kg tr... (6.44) 

41. Wenn an einem Vektor & erst die Operation g und an 
dem dadurch entstandenen Vektor nachher die Operation y’ 
vollzogen werden soll, so schreibt man dafür y’g& (bisweilen 
auch 9.49%) und sagt, dass an den Vektor x der Operator g’y 
wirkt. 

Derselbe wird das Produkt des Quaternions g mit g’ ge- 
nannt, oder auch das Produkt des Quaternions y durch g. 

Und man pflegt zu sagen, dass in diesem Falle y mit g’ und 
y durch g multiplieirt ist. Den zuletzt operirenden Quaternion 


45 


wollen wir den Multiplicator, den zuerst operirenden den Mul- 
tiplicandus nennen. 

Es seien g und g’ ganz willkürlich gegeben. Man kann so- 
dann stets die Durchschnittsgerade der Ebenen dieser Quater- 
nionen bestimmen und den Quaternion g so lange in seiner 
Ebene drehen, bis dessen Zähler längs dieser Durchschnitts- 
geraden fällt. Es sei sodann 

g=0B:0A 
in der Figur 25, wo OB die 
Richtung der den Ebenen der 
Quaternionen y und y’ gemeinsa- 
men Geraden ist. 

In gleicher Weise kann man 
g solange in seiner Ebene drehen, 
bis dessen Divisor mit OB der 
Richtung nach zusammenfällt; 
nachher kann man den Tensor des Nenners des Quaternions 
g auf T.OB bringen. Es werde dadurch 

2 =0UG:0B. 

Der Operator g’g führt somit erst OA nach OB und nachher 
OB nach OC über. Das Resultat ist deshalb 

gg—=00:0A. 

Wir ersehen hieraus, dass das Produkt zweier Quaternionen 
ım allgemeinen ein neuer Quaternion ist. In diesem Sinne 
aufgefasst, schreibt man bisweilen anstatt des. Operators y'y 
auch (g'g). 


Hat man im allgemeinen dem ÖObigen gemäss g und y’ so 


Pig. 23 C 





A 


/ 


gestellt, dass 1-5, g — 7, so wird die Formel gelten: 


ß 


42. Es ist augenscheinlich, dass dasselbe Resultat erhalten 
werden muss, welches mit y’g erhalten wird, wenn man jeden 
der beiden Quaternionen in Versor und Tensor zergliedert und 
die vier so entstandenen Operationen in solcher Reihenfolge 
ausführt, dass zuerst die Drehungen, nachher die Verlängerun- 
gen stattfinden. Man kann deshalb schreiben : 
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ga=(Ty Ug)(Ty U)—TyUg Tg Ug— Ty Tg Ug Ug (b. 46) 
Es ist hieraus ersichtlich, dass die in g’g enthaltene Drehung 
durch das ÖOperationszeichen Uy Ug, die Verlängerung durch 
Ty Tg bewirkt wird oder in Formeln 
T. gg —=Ty Ty—=Ty Tg und U.gg= Uyg Ug. . (b. 47) 
wo T.gg und U.gg statt T(g'g), U(g’g) geschrieben wird. 

Es ist besonders der Beachtung wert, dass die Reihenfolge 
der Drehungen nicht umgekehrt werden darf, wie wir bald 
beweisen werden, während die Reihenfolge der Dilatationen 
nach dem Vorhergehenden abgeändert werden kann. 

Ein anderer Beweis der Formeln (b. 47) ist der nachstehende. 
In der Figur 23 ist 











; 00  T.OC T.OB (6/6 OB Der 
Eye on or 5) (7) eher 
j BR O6 U.00 A U.0C U.OB 62 
U.gq9= UT TOR nach (b. 3*) = ToB TOR nach (b. 45) — 
(016 OB ’ 
Weil 


Tyg= Tg T—=Ty Ty = Tyg 
so gilt die einfache Formel 
Vgl ggaSa NS 2 an (b. 48) 
Weil aber Ug' Ug nicht Ug Ug gleich kommt, so ist 
Ugg Z Ugg. 

43. Wenn die Quaternionen g’ und g einander gleich sind, 
so wollen wir gg durch g? ersetzen, und sagen der Quaternion 
g sei mit zwei potenzirt. 

Die geometrische Bedeutung des Sym- 
bols g* ist leicht zu veranschaulichen. Es 
sei in der Figur 26 

= OB: OA. 

Construirt man in derselben Ebene auf 
3 OB das Dreieck OBÜcn A OAB, so ist 

00:0B=0B:0A=4g 

und 

0C 0COB Ä 
OA OR OR 
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Statt 7(g?) wollen wir T.g® schreiben. Nach (b. 47) wird 
sodann 
Er N ei — Ng nach (b. 7) 
U.?=(UN) = 
wobei die letztere en zugleich aussagt, dass wir bej 
(Ug)” die Klammern fortlassen wollen. 
Ein weiterer besonderer Fall ist derjenige, dass y' und y 
reciprok zu einander sind. Es ist sodann 


BOB DAB NDR OB LOAT 
7 OAOB OB 77 OBOATOA 


Setzen wir voraus, dass g— Kg. Es wird sodann 


YKy = Ty TKg Ug UKy nach (b. 46) = 


. (b. 49) 





. (b. 50) 





— 7y Tg Ug 07 nach (d. 10). — (7Y)” nach (b. 50) 
oder kürzer 
RI —gE—= Non en (b. 51) 
Ebenso findet man 
(Ka Ng. 


44, Wenn nach der Vollziebung de Operation y’g noch ein 
Skalar x wirkt, so wollen wir dies schreiben wg’g. Wir werden 
nun die nachstehenden Sätze beweisen 

200 (a0 ==0(20) = gge. 1.2... (b. 52) 

Denn wenn wir wieder die Figur 25 betrachten, so ist 

00 .x0C z.00 OB O0\OB } 
== on = 08 0A (eop)oa— 
O0B2%.002272.006 2.067.062.0B 


DI naaR >, DO ee 


DEF ; 
=öB 20. — 4(#9) 
2dg=e(ggq)=(gg)e nach (b. 18* — g'ge. 
45. Wir wollen jetzt die Aufeinanderfolge der Operationen 





= und e näher ins Auge fassen und dadurch die Formel nach- 
1 
weisen 
ae ELSE. (b. 53) 
RN vi 
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Es sei I=7: dar so hat man auch ge: 


und =. Es wird deshalb 





womit der Beweis geliefert ist. 

Wir können aber den Studirenden nicht genug darauf auf- 
merksam machen diesen Beweis, so wie die vorangegangenen 
und nachfolgenden , wie nachstehend zu lesen: 

Es führe yg den Vektor a in 2, g’ den Vektor 8 in y über, 


so wird - den Vektor 8 ın & und r den Vektor y in ß über- 
führen und auch wird g’g den Übergang von & nach y voll- 
ziehen. Man kann hieraus schlieszen , dass - s zuerst die Über- 


führung von % in & und nachher von 8 in « vermittelt, d.h. 
auch die Überführung von y in a. Dasselbe tut aber auch 
el it, 
Se g 
Eine einfache, sehr wichtige Formel ergibt sich bei der Be- 
trachtung von K.gg, einen Ausdruck, den wir wieder der 
Kürze halber statt Ä(g’g) setzen. Es ist nämlich 


T.gq = 14 BL 
= D.gg nach (b. 24) = nach (d. 47) = 





! 








— 7y Tg on nach (d. 23)—=17Y7y hr Dr nach (b. 53) = 


1 1% rm 
Tee nach (b. 52)= Kg.Kg nach (b. 24). 


oder kürzer 





Kg RI. Komma une “2. (b. 54) 

46. Es gibt eine sehr einfache Darstellungsweise des Versors 

eines Quaternions, die wir im Folgenden mehrmals bedürfen 
werden, und die wir deshalb hier kurz erwähnen wollen. 

Wenn ein Quaternion g gegeben ist, =OB:OA, so kann 

man stets aus dem gemeinschaftlichen Anfangspunkte O der 
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beiden Vektoren eine Kugel beschreiben mit einem Radius, 
dessen Länge der Längeneinheit gleich kommt. Eine solche 
Kugel wollen wir eine Einheitskugel nennen, Dieselbe 
schneide die Vektoren OA und OB in den Punkten A, und B. 
Wenn wir sodann einen gröszten Kreis durch A, und B, brin- 
gen, so wird der Punkt A, des Vektors OA, bei der Drehung 
nach OB, den Bogen A,B, dieses gröszten Kreises beschreiben 
und der Versor des Quaternions ist bekannt, sobald dieser 
Bogen gezeichnet vorliegt, weil sodann unmittelbar Ax.g und 
Z.g gefunden werden können. Man sagt deshalb der Bogen 
A,B, stelie den Versor des Quaternions OB:OA dar und man 
nennt diesen Bogen den Versorbogen AB. 

Damit Axr.g unzweideutig aus diesem Versorbogen hergeleitet 
werden kann, ist notwendig, dass die Richtung bezeichnet 
werde, nach welcher die Drehung den Bogen entlang erfolgt, und 
dieselbe werde im Folgenden durch einen dem Bogen hinzugefüg- 
ten Pfeil oder durch die Reihen- 
folge der Buchstaben erkannt. 
Es ist deshalb der Versorbogen 
AB verschieden von BA. 

Wenn z. B. in der Figur 27 
der Versorbogen AB gegeben 
ist, so errichte man im Mittel- 
punkte O der Kugel eine Senk- 
rechte zur Ebene des gröszten 
Kreises AB nach beiden Seiten 
hin und stelle sich an die Seite 
der Ebene, von welcher aus gesehen der Pfeil in positiver 
Richtung (entgegengesetzt der Bewegung der Zeiger einer Uhr) 
rundläuft. Jeder Punkt auf der Einheitskugeloberfläche bezeichnet 
einen Einheitsvektor, nämlich denjenigen, aus O nach diesem 
Punkte gezogen. 

Zwei Versorbogen auf der nämlichen Kugeloberfläche sind 
einander gleich, wenn dieselben gleiche und in gleicher Rich- 
tung durchlaufene Theile eines gröszten Kreises sind. Im Fol- 





genden werden wir den Versorbogen AB mit ÄB bezeichnen. 
47. Mit Hülfe der Versorbogen wollen wir uns jetzt den 
4 
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Versor der Summe und des Produktes zweier willkürlichen 
Quaternionen veranschaulichen. 

Auf der Oberfläche der Einheitskugel um OÖ sei der Bogen 
AB=Ug, AC=Ug, so führt g einen Vektor aus der Rich- 
tung OA nach der Richtung OB über, und ebenso vollzieht 
g die Überführung eines Vektors aus der Richtung OA nach 
der Richtung OC. Wenn die gegebenen Versorbogen nicht von 
einem Punkte ausgehen, so kann man dieselben längs der 
sröszten Kreise, von denen sie Teile sind, bewegen lassen, bis 
einer der Schnittpunkte der gröszten Kreise der gemeinschaft- 
liche Anfangspunkt der Bogen wird. 

Wenn g=OB':OA und Y=00':0A so wird g4+9=0OD':0A, 
wobei OD’ ein Diagonal des Parallelogramms ist, auf OB’ und OU’ 
beschrieben. Die Gerade OD’ liegt somit in der Ebene B’OC’, 
und diese Ebene ist dieselbe wie die Ebene BOU; es folgt 
hieraus, dass OD’ den Bogen BÜ des gröszten Kreises durch 
B und Ö schneiden muss, z.B. 
in D. Der Bogen AD wird somit 
U(g-+g) darstellen. 

Die Lage des Punktes D in 
BÜ ist, wie unmittelbar ersicht- 
lich, von der Grösze der Tensoren 
von g und g wesentlich abhängig. 
Nur wenn 79 =Ty, fällt D in 
die Mitte des Bogens BO. 

Wie wir vorher sahen, (Art. 38) ist Uy-+ Uy im allge- 

meinen nicht ein Versor und 
Fi6.29 es kann dieser Ausdruck des- 
halb auch nicht als Versorbogen 
dargestellt werden. 

Wir wenden uns jetzt zur 
Darstellung von Ug’g und Ugg’ 
(Fig. 29) und werden dadurch 
den wichtigen Satz erhalten, dass 
im allgemeinen 

U.gg4 2 U.gg . (b. 55) 
oder UgyUg 2Ug Ug. 
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Es führe Ug den Vektor OA nach OB über und Uy' den 
Vektor OB nach OÖ, so wird UyUg OA nach OC bringen, 
oder: wenn ee, D=B0, so ist 

U/Ug=AQ. 

Nehmen wir OB=BÜO und BALAB, so kann auch leicht 
die Operation Ug Ug‘ dargestellt werden. Denn Uy' führt so- 
dann OU nach OB, Ug weiter OB nach OA’, sodass Ug Uy 
den Vektor OU’ nach OA’ führt, oder kürzer 

Dort 4r— GR 

Es ist nunmehr unmittelbar ersichtlich, dass OA? und ÄC 
nicht Bogen eines einzigen gröszten Kreises sein können ; denn 
enthielte der gröszte Kreis, durch Ü und (0 gebracht, auch 
A und A’, so würde der Bogen AA’ den gröszten Kreis CC’ 
entlang fallen d. h. es würden die gegebenen Quaternionen 
in derselben Ebene operiren, ein Ergebnis, das mit der Vor- 
aussetzung, g und g' seien willkürlich, streitig ist. 


Nach Art. 44 muss somit AC = ON sein, und deshalb auch 
U UgZ Ug UY. 

Weil die sphaerischen Dreiecke BAU und BA’C’ congruent 
sind, so stimmen die Bogen AU und U’A’ wohl an Grösze überein. 

Man kann somit allgemein sagen: 

ZU.gg= / Ü.gg, aber Av. U.ggq 2 Au. U.gg . . (b. 56) 

Und weil die Tensoren an die ent nichts ändern 

können, so ist auch 


Lgq= gg und As. dqZ Az. 29 het dr (b. 57) 
Hiermit ist zugleich gezeigt, dass 
17 < 14 


oder in Worten der wichtige Satz: 

Die Multiplikation zweier Quaternionen ist in Bezug auf die 
Faktoren nicht commutativ. 

Wenn jedoch die Quaternionen g und g’ in einer und der- 
selben Ebene wirken, oder complanar sind, so können die 
Faktoren des Produktes mit einander umgetauscht werden, 
oder kurz: 
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Wenn’z ||| 4), 80 Bi zo —nag SEEN a (b. 58) 
Dieser Satz ist aus dem Vorigen und der Figur 27 zu ent- 
nehmen ; man ersieht ausserdem , dass in diesem Falle 
Ax.(gg) = Arg= Ar. =Aalgq), Zu) =Lgdt+LI=Llgg). 
Haben wir in dieser Weise gezeigt, dass im allgemeinen 
Ungleichheit besteht zwischen gg und g’g, so kann man auch 
schlieszen , dass 
Bw 
x 8 


sein muss, weil nach der Definition 


ß & & 
ist. Wir richten die besondere Aufmerksamkeit des Studirenden 
auf dieses Ergebnis. 

48. Wenn die Multiplikation zweier ann eine nicht 
commutative Operation ist, so muss bei drei und mehr Facto- 
ren dasselbe gelten. Dabei wird allgemein unter 99'9’g" ver- 
standen, dass an einen Vektor erst der Quaternion g’”” operirt, 
sodann an den resultirenden Vektor g”, nachher an den neuen 
Vektor g’ und schlieszlich g an das zuletzt erhaltene Resultat. 
Ganz anders als mit dem commutativen Princip, verhält es 
sich mit dem associativen. 

Beschränken wir uns zunächst auf Produkte, welche aus 
drei Faktoren bestehen, z. B. gg'g’. Der Bedeutung nach ist 
dieser Ausdruck identisch mit 4(g’g”). 

Wir wollen nun weiter zeigen, dass auch die Gleichung gilt 

70 = (dad (b. 59) 
d. h. dass man gleich gut mit dem Operator y auf das Symbol 
gg‘, als mit dem Operator (gg) auf das Symbol y” operiren kann. 

Weil 

949g =gKTy Tg" Ug.Üg") nach (db, 46) = 
—= Tg Ty’g(Ug ÜDg"’) nach (b. 52) = 
= Ty Tg’ Tg UgUgÜDg’ 
und 


(a7)e" = (TyTg UgUg)g" nach (b. 46) — 





l) Das Zeichen ||| druckt nach Hamınron die Complanarität von Vektoren oder 
Quaternionen aus. 


BB) 


—= TyTy(UgUg)g’ nach (b. 52) = 
—= TyTg(UgUg)Ty' Ug' nach (b.5)—= 
— TyTy Tg’ (UgUg)Ug' nach (b. 52), 
während die Tensorfaktoren nach dem Vorhergehenden (b. 18**) 
commutativ sind, so haben wir nur zu zeigen, dass 
IHUFUITZ (DILL U (b. 60) 
und dieser Beweis ist von Hamıvron mit Hülfe einiger Eigen- 
schaften der sphaerischen Kegelschnitte gegeben worden. 
Wir wollen deshalb den Beweis dieser Eigenschaften vor- 
anschicken. 


49. Es sei in der Figur 30 der Kreis M die Grundfläche 


Big 30 | | F 





eines schiefen Kegels, dessen Scheitel in © liege. 
Ziehen wir aus Ö die Seitenlinien des Kegels, z.B. CP und 
bestimmen wir auf diesen Geraden Punkte p, die der Relation 
OB.CDn —iconstantg. nr... a0. (b. 61) 
Genüge leisten, so ist der Ort der Punkte p leicht zu finden. 
Wenn wir nämlich das Lot CD auf die Ebene der Grund- 
fläche des Kegels fallen lassen, und in der Ebene PÜD aus p 
eine Senkrechte zu UP errichten, welche UD in d schneide, 
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so ist ACpdc2 ACPD, und: dadurch 0p:CD=0d:CP oder 
in Verbindung mit (d. 61) 
CD.Cd = constant. 

Wenn der Punkt P den Kreis M entlang sich bewegt, so 
ändert sich auch die Stelle des Punktes p; es bleibt jedoch 
der Schnittpunkt von OD mit der Senkrechten pd zu CP un- 
geändert, woraus unmittelbar sich folgern lässt, dass der Punkt 
» auf der Oberfläche einer Kugel sich bewegt, deren Durch- 
messer Öd, deren Mittelpunkt deshalb die Mitte E von Cd ist. 

Denken wir uns weiter eine Kugel O, auf welcher der Kreis 
M ein kleiner Kreis ist und die durch einen der Punkte p 
geht, so muss die Kugeloberfläche auch alle anderen Punkte p 
enthalten, weil für alle Punkte dieser Kugelfläche 

CP.Cp = Constant. 

Der Ort der Punkte » ist deshalb der Durchschnitt der beiden 
Kugeln O und E, somit ein Kreis m, welcher auf der Kegel- 
fläche liegt. 

Natürlich ist jeder Schnitt parallel diesem Kreise m ebenfalls 
ein Kreis, und somit ıst der Satz bewiesen: 

Bei jedem schiefen kreisförmigen Kegel sind zwei Reihen 
paralleler kreisförmiger Durchschnitte vorhanden. 

Wenn man durch den Scheitel C zwei Ebenen anbringt, 
parallel diesen zweien Reihen kreisförmiger Durschschnitte, so 
werden dieselben die cyclischen Ebenen des Kegels 
genannt. 

Wir denken zwei neue Seitenlinien OQ und CR des Kegels 
gezogen und die Ebenen OPQ und OPR angebracht; CQ und 
OR mögen den kreisförmigen Durchschnitt durch p in g und 
r bzhw. schneiden. 

Es seien OF und Of die Durchschnittslinien der Ebene OPQ 
mit den beiden cyclischen Ebenen; dieselben sind, wie unmit- 
telbar einleuchtend, parallel zu PQ und pg bzhw. 

Weil PQpg ein in einem Kreise beschriebenes Viereck ist (es 
liegen nämlich die Punkte PQpg auf einer Kugel und in einer 
Ebene) so ist 

ZCop=ZÜUPQ 


und nıan kann dann weiter erhalten 
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ZCgyp=£0Q0f, ZCPQ=ZPOF 


und hierdurch 
ANNIE RODER. 2 sammeln. (b. 62) 
Wenn in gleicher Weise CG und Cg die Durchschnittsgeraden 
der Ebene CPR mit den beiden cycelischen Ebenen sind, sodass 
CG/PR und Og// pr 
so ist, wie bei der vorigen Gleichung 
ZIRGAEZTZ BOG. Reilalee ee (b. 62*) 
Auch ist 
ZOER ZZ GFundr Z gpr = Z lg (6.63) 

Wenn man dann weiter die Geraden ÜQ und OR ungeändert 
lässt, OP jedoch den Teil der Seitenfläche des Kegels zwischen 
CQ und CR beschreiben lässt, so bleiben die Winkel QPR und 
gpr constant. Während CF, Of, CG, Cg fortwährend sich 
ändern, müssen jedoch, den Gleichungen (b. 63) zufolge, die 
Winkel FCG und /Cg, jeder für sich, constante Grösze behalten. 

Diesen Satz und den durch die Gleichung (b. 62) ausgespro- 
chenen wollen wir nun auf einen sphaerischen Kegelschnitt 
übertragen. 

Ein sphaerischer Kegelschnitt ist der Durchschnitt 
eines schiefen kreisförmigen Kegels mit einer Kugel, deren 
Mittelpunkt in dem Scheitel des Kegels liegt. 

Die Durchschnittsgeraden dieser Kugel mit den beiden cy- 
clischen Ebenen des Kegels werden die eyclischen Bogen 
des Kegelschnittes genannt. 


Ag. 





G 
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In der Figur 31 ist ein sphaerischer Kegelschnitt mit dessen 
beiden cycelischen Bogen gezeichnet. Es seien P,Q,R, die Punkte, 
wo der sphaerische Kegelschnitt von den Seitenlinien OP, OQ, 
OR bzhw. des Kegels, F,, f,, &,, 9, die Punkte, in denen die 
eyclischen Bogen von den Geraden CF, C/, 0G, Ög geschnit- 
ten werden. 

Weil CP, CQ, CF, C/ und ebenfalls CP, CR, 0G, Cg in 
einer Ebene enthalten sind, so müssen die Punkte P,Q,F,»/- 
und ebenso P,, R,, @,, 9, In einem gröszten Kreise der Kugel 
um Ö liegen. 


Die Gleichungen (d. 62) und (b. 62*) sagen nunmehr aus, dass 


QA=FP, und R,—=G,P, 
und dasselbe gilt für die Abschnitte eines jeden durch P gehen- 
den gröszten Kreises. 

Nach der Gleichung (b. 63) und dem daraus Hervorgehenden 
muss weiter, wenn die Punkte Q,R, constant erhalten werden 
und P, den sphaerischen Kegelschnitt entlang sich bewegt, 
jeder der Abschnitte /,g, und F,G, der eyelischen Bogen con- 
stant bleiben. 

50. Wir wollen diese Sätze dazu verwenden, die Gleichung 
(b. 60), welche das associative Princip für Versorenmultiplika- 
tion ausspricht, darzutun. Zu diesem Zwecke seien in der Figur 
32 auf der Einheitskugel die gröszten Kreise D,G,, 6,91, dı9ı 





gegeben, längs denen die gegebenen Versoren Uy”, Uy, Ug 
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wirken, sammt den Gröszen der Winkel dieser Versoren. Wir 
tragen nun ab 


Ug / 


| 
‚= 
a 
= 
| 
Kep) 
das! 


so ist 
Uy U’ =FP.. 

Verlängern wir nun den Kreis G@,P,, bis derselbe den Kreis 

des Versors Ug in g, schneidet, und nehmen wir 
R,g, = GP, = 09 

und 
94 = U 

so wird R,e, den Versor UgUg' darstellen. 

Wir wählen weiter die Kreise F,G, und g9,e, als cyclische 
Bogen eines durch P, gehenden sphaerischen Kegelschnitts, Es 
ist dieser letztere dadurch vollständig bestimmt; denn wenn 
man durch P, alle gröszten Kreise zieht, wie z. B. G,g,, und 
jedesmal auf denselben einen Punkt R, so bestimmt, dass 


nn 


R,g, =@,P, , so wird der Punkt R, den fraglichen Kegelschnitt 
beschreiben. 

Wenn wir nachher den Bogen F,P, verlängern, bis derselbe 
in Q, den Kegelschnitt, in /, den cyclischen Bogen g9,e, schnei- 
det, so hat man nach dem ersten Satze der sphaerischen Ke- 
gelschnitte 
Qh=FP, = Udld. 

Man kann sodann 

Ad = a = 04 
‚abtragen, und erhält dadurch 
Q,d, = UalUG Of‘). 

Es lässt sich weiter sehr leicht zeigen, dass der Schnittpunkt 
S, der Kreise d,Q,, e,R, ein Punkt des sphaerischen Kegel- 
schnitts sein muss. Denn wäre dies nicht der Fall und schnitte 
d,Q, den Kegelschnitt in S, so könnten wir SR, ziehen, wel- 
cher sodann nicht mit S,R, zusammenfallen könnte. Es würde 
daher auch SR, den cyclischen Bogen nicht in e,, sondern in 
einem andern Punkte e schneiden. Weil aber P, und Saufdem 
Kegelschnitt liegen, so wäre nach dem zweiten Satze 
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h>ed, oder ye=fıdı 


während fd, gleich 916, genommen ist. Es muss somit e mite,, 
d. h. auch 5 mit S, zusammenfallen. 
Nach dem ersten Satze ist weiter, da wir nun wissen, dass 
8, auf dem Kegelschnitt liest: | 
D,8 = Q,d — Ug(DyUY") und 5,8, = Re = Ugly . (0.64) 
Und dem zweiten Satze zufolge ist, wenn P,, 8, als con- 
stant, Q,, R, als variabel betrachtet werden. 


u 


Gr Dr 
und deshalb auch 
D,5, Er FG, —=.Ug. 

Der Bogen DS, aus DE, und 58, entstanden gedacht, 
stellt somit auch (UgUg’))Ug’ vor, und durch die Verknüpfung 
dieses Resultats mit (db. 64) wird erhalten: 

UglUyUgz')— (Uglg)Ug 

dl. Nachdem hiermit die Frage nach der Gültigkeit des as- 
sociativen Princips bei Produkten, welche drei Faktoren ent- 
halten, bejahend entschieden ist, können wir dasselbe leicht 
auf Produkte, welche aus mehr als drei Faktoren bestehen , 
ausdehnen. 

Es können nämlich in jedem Produkte zwei auf einander 
folgende Factoren durch einen einzigen Quaternion, das Pro- 
dukt derselben, ersetzt werden. Nehmen wir z. B. den Satz 

RR uk ee CE RR ia 

Weil g”g als ein einziger Quaternion betrachtet werden 

kann, so ist nach dem vorigen Artikel 


MER LE HAAG I 


a 
und nachher mit g an beide Seiten operirend, entsteht unser 
Satz. 
Es können aber auch drei aufeinanderfolgende Factoren 
durch ihr Produkt ersetzt werden, z. B. 


N AR LA IM 
[7 


TR u ET 

Denn 
ggg —= (dd )g — ICH La m lad ig”. 
52. Wir sind jetzt zu dem Quotienten zweier Quater- 


m 
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nionen g und y angelangt. Wir stellen dafür die nachfol- 
gende Definition auf: 


Anstatt 17 wollen wir schreiben 7 oder y:g’; in Zeichen 


und wir sagen der Quaternion y werde durch y’ dividirt, wobei y 


der Zähler, g’ der Nenner, 7 der Quotient heiszt. 


Weil z und ; Quaternionen sind, so muss nach Art. 39 7 


oder der Quotient zweier Quaternionen auch ein Quaternion 
sein. 
Man kann zuerst den nachstehenden Satz beweisen: 


Der Quotient 7 zweier Quaternionen ist ein Quaternion, der 
4 
durch g’ multiplieirt,, g als Produkt ergibt. 
Es sei nämlich a5, g '—7, sodass vorausgesetzt wird, 
& 


dass g und g’ auf denselben Nenner reducirt sind, wie nach 


Ro echeucaDedurehwed Se = und 
ir 


‚=4;=--—=- nach (b. 45). 
9 EERENEN. 
Es ist jedoch weiter 
Er 2 
g g Y & rn & nach (b. 45) —— g Bio. 0) erriete (b. 66) 


und hiermit ist unser Satz bewiesen. 
‚Aus der Definition erhellt auch sogleich: 
RE ne (AB (b. 67) 
12 EL BA NRZ 
Oder in Worten: der Quotient zweier Quaternionen mit glei- 
chem Divisor ist dem Quotienten der Zähler gleich. 


Wenn man 5 mit g’ multiplieirt, so ist im allgemeinen das 


Produkt nicht q. Denn es ist bei den obigen Voraussetzungen 
g=Bß: %; g —Yyiß. 


ß 


und dieser Ausdruck ist nicht derselbe wie —. 
& 
In derselben Weise schlieszt man, dass, weil nach der De- 


finition 1=17, die Ungleichheit bestehen muss 
2 


Einige wenigen Formeln mögen noch hinzugefügt werden: 
g 1 1 
rt = r( NT T- nach b., Al) 
5 2, Bach (d. 47) 
1 Tg 
= Tg ach Sync (b. 69) 


1 1 
DI of )=V U nach (b. AN) = 
; 27 Au} (b. 47) 








m. aa Ug 
—U7 777 nach (0.8) 777 nach (b.59). (b. 70) 
Kl, =K(g )=K(,) a ae 


Kownachi(b,lAylar dann Hass (b. 71) 





1 

KArg; 

Nehmen wir wieder die Bezeichnung auf 
g=ß:a, y=y:a 


so ist 
; —- ; (siehe oben) -" — = : E nach (b. 67) =. la. 
727 


Noch wollen wir den besonderen Fall „=Kg erwähnen. 
Es wird 


Ta N 2 r 
KT Krng Tg Ug 7; nach (b. 24) 
Ugq 
_TyU, Br nach (.72)= (U). ..... , (b. 73) 
eg 


und für den letzteren Ausdruck kann noch Ug? oder U.g? ge- 
setzt werden nach (b. 49). 


6l 


Ein letzter Satz ist der nachstehende: Ein Quotient zweier 
Quaternionen bleibt ungeändert, wenn Dividendus und Divisor 
durch denselben Quaternion multiplicirt werden, oder in Zeichen 











ee. 1 (b. 73*) 
7 99 
Denn es ist 
128 — gg" N nach der Definition — g'gy” a a nach (b. 53) 
29 99 74 
1 ) 1 21 0 
—=g(g’—)=- nach At. 9-4 -—". 
. ( gy’/gq 7 q7 q7 
Ein besonderer Fall der Gleichung (b. 73*) ist 
® a 2" 
re 


Man ersieht leicht, dass der Satz nicht gültig bleibt, wenn 


Zähler und Nenner mit demselben Quaternion multiplieirt werden. 
Auch ist 

















q 
LP RE 6.73”) 
q q 
g 
weil nach (d. 73*) 
ei 
Y q A 7 
gr = 2 | an 
q BT Ca 
q g” g" 


53. Rechte Quaternionen. Eine besonders wichtige Art 
der Quaternionen ist diejenige, bei welcher Zy—= 5 se Fuım 


solcher Quaternion, dessen Winkel recht ist, soll ebenfalls 
recht genannt werden; mehrere rechten Quaternionen werden 
im Folgenden mit r, r', r".... bezeichnet. 
Wenn ausserdem der Tensor des Quaternions der Einheit 
gleich ist, so haben wir es mit einem rechten Radial zu tun. 
Mit geringer Mühe wird man ersehen, dass der Reciproke 
und der Conjugirte eines rechten Quaternions ebenfalls recht 
sind, und dass auch das nämliche für einen Ausdruck der 


Form zr (x Skalar) gilt. 
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Wir wollen nun zuerst zeigen 


U en A (b. 74*) 
B In der Figur 33 sei 
; $ Di OB . OA D) 
B' 23 23 und 


T.OA=T.OB=]; 

wenn wir BO verlängern, und 
A T.OoB =1 

nehmen, so ist 

I ONZROB;: Obser 
2 ln OBEN ER ONE 
Ist r ein rechter Radıal, so kann man einfach schreiben 
1 


dh 


UB 





Wie unmittelbar aus den Definitionen erfolgt, gilt die Formel 
Kr —ın.. ne (b. 74) 
und die allgemeine Formel Ä.gg = KgKg (6.54) geht dem- 
nach über in 
Kerr wre ne (b. 75) 
Denn es wird nach (b. 74) 
Kırr = KrKr = —r.—r = (—]1) (—1)rr nach (b. 52) =rr.. 
Wir wollen die Formel (5. 75) auch noch durch eine Figur 
veranschaulichen. 


Es seien (Fig. 34) 
Ä6Ö — Ur, CH = Ur, 


so dass 


Fig 3 





AQzZecHee 5: 
„ Man erhält dadurch nach Art. 45 
ÄR= Urte 


Es ist aber AR der reciproke 
oder auch der conjugirte Ver- 
sor von EA und dieser Bogen 
c kann als das Produkt der Ver- 


soren EG, CA betrachtet werden, während 
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EO=OR— Ur, CA=A0= Ur. 
Es wird deshalb 
1 
Ur Ur 
Und hieraus erhält man weiter: 
K.ır'r—= K(Tr Tr Ur Ur)—= Tr TrK.Ur' Ur nach (b. 22) 
— Tr TrUrUr nach der zuletzt bewiesenen Gleichung 


(f 
— Ye 


—K(Ur,.Ur) = Ur.Ur. 


Man ersieht hieraus zugleich, dass wenn der Winkel zwischen 
den Ebenen der Quaternionen r und r’ ein rechter ist, der 


Versor AE von rr' und deshalb auch der Quaternion rr’ selbst 
recht wird. 

54. Wir werden später häufig einem System dreier rechten 
Radiale, so construirt, dass die Ebenen von je zwei dieser Radiale 
unter sich rechtwinklig sind, begegnen, das wir deshalb hier 
einigen einfachen Betrachtungen unterwerfen. 

Hamıtron bezeichnet die drei rechten Radiale mit den Sym- 
bolenez 27, k 

Dieselben mögen durch .35 
die drei Versorbogen 

JK, Kl, IJ (Fig. 35) 
veranschaulicht werden und ae - 
dazu möge man annehmen, 
OI sei die Achse des Versors 


JK., 0J diejenige des Versors 
KI, endlich OK die Achse 


des Versors 1J. | 
Durch diese Annahmen ist das System der rechten Radiale 
vollständig bestimmt. Wir führen noch die Gegenpunkte T, 
J, K’ der Punkte I, J, K auf der Einheitskugel ein. Man 
erhält sodann die nachstehenden einfachen Formeln 
or yo: Lau 
ROBEERORSEIERT OR“ 
OLSSBOR SEO NLOR 


OR ONE OL 
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0 ON 0 
OT OT 0 


Dadurch erhält man weiter: 


oder kurz 
1 |: Ber 
eirahg ua. me Soma ae Re ee (b. 76) 
0J’ OK OJ 
EEE EI I RD LE 
FR) io nach (b.45)= — 1, 
ae OK: OL OR 
TE OT ORTE OK 
OL.0OJ OF 


De 19 RI gr) a — 
P=kk-oy op = op mach (.45)-—1, 


nach (b.45)—= — 1, 





‚oder kurz 

oerek—— 1.2... 0... IHR 
= 7 in nach (db. 45) —=i, 
Te) ik 
DOT ORZEEOKZ 
Eh UKEEDE! 
im ORFOL OT; 


jk 





ki nach (b.45)—j, 


nach (5.45) —k, 
oder kurz 

jkzi, ki=j, j=k...,... (6.78) 
kj—= K.jk, nach (b. 75) = Ki, nach (b. 78) —=—i, nach (b. 74); 
ik= K.ki, nach (b. 75) — Kj, nach (b. 78) ——j, nach (b. 74), 
ji=K.ij, nach (b. 75) — Kk, nach (b. 78) —=—k, nach (b. 74), 
oder kurz 


by iyeck =D elek ei: (b. 79) 
ijk=i(jk)=ii nach (bd. 78) = — 1 nach (b. 77), 
Jki=jlki) =jj nach (b.78)—= — 1 nach (b. 77), 
&ij=klij)=kkonach (db.78)= — 1 nach (b. 77), 

oder kurz | 
1yk=yki=kın— Learn: (b. 80) 


Cyclische Umtauschung der Faktoren ändert demnach das 
Symbol :j% nicht. | 
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r—ylik)—=je-j) nach (b. 79) = — 72 1 nach (b. 76), 
ikj—ilkj)=i(—j) nach (8.79) = — i”=1 nach (b. 76) u.s.w. 
Acycelische Umtauschung der Faktoren des Symbols :jk än- 
dert das Zeichen. 
Noch wird weiter 


del —j, 
ii=-iW)=iü-h=—ikzj, 
jü-je =-j; 

PPRziijjek=-—- üj-tü=—l, 
ERS AH a He na © 
Somit ist 
(jr Zur. 


Diese Resultate zu benutzen werden wir später mehrmals 
Gelegenheit haben. 

55. Wir kommen nunmehr zur Einführung einer Grösze, 
die von Hamıtton als eine der wichtigsten des Quaternionen- 
caleüls erkannt worden ist und welche später bei unsren 
Rechnungen eine wichtige Rolle spielen wird. 

Im Art. 28 sahen wir, dass die Achse eines Quaternions als 
ein Vektor unbestimmter Länge zu betrachten sei. 

Bei einem rechten Quotienten r nimmt Hamıntox einen Vektor 
in der Richtung Ax.r, dessen Tensor gleich Tr ist. Der so 
bestimmte Vektor ist der Index des rechten Quaternions ge- 
nannt und mit /r bezeichnet. 

Wir erhalten sodann den wichtigen Satz: 

Ein rechter Quaternion ist durch seinen Index ganz bestimmt, 

Denn es ist durch die Richtung des Index Az.r, durch den 
Bar 7 
=5) 
Gröszen bestimmen nach Art. 28 den Quaternion vollständig. 

Es folgt hieraus, dass zwei rechte Quaternionen mit glei- 
chen Indices einander gleich sein müssen, oder 

Wenn Ir= Ir, so ist auch r=r', und umgekehrt . (5. 81) 

Man wird auch leicht die Richtigkeit der nachstehenden 
Formel ersehen 


Tensor des Index 7r bestimmt, während Zr und diese 


Deinen BL Sn rt AN (b. 62) 
wenn z ein positiver oder negativer Skalar ist. Denn weil für 
| 5 
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positives x die in zr enthaltene Drehung mit der in r vor- 
handenen übereinstimmt, muss nur der Tensor des Index ge- 
ändert werden, und das Resultat dieser Operation wird durch 
zlIr ausgedrückt. Bei negativem x» ist die in zr enthaltene 
Drehung der in r enthaltenen entgegengesetzt; es ist jedoch 
in diesem Falle auch z/r entgegengesetzt zu Ir. 

Ein besonderer Fall der Formel (b. 32) ist 

A—-r)=—Ir, 

und nach (d.74) kann man die hierin vorkommenden Gröszen 
zusammenstellen mit Z(Kr), wie nachstehend 


TI Hler) la sar 8140483) 
Weil 
U2=— Ur (nach den Formeln (d. 8) und (. 74)) so ist 


IR A ein Vektor, dessen Richtung derjenigen des Vektors Ir 


entgegengesetzt ist; weiter ist 
1 1 1 TruucDIr 


Man erhält demnach die Formel 
1 Ir 
I-— — ee (b. 84) 
Noch wird 
ls UJroga SuSE (b. 85) 


Denn I/Ur ist ein Vektor, senkrecht zur Ebene des Quater- 
nions r, dessen Tensor 1 ist, und dasselbe gilt von Ulr. 
56. Wir fassen weiter 
pn die Summe zweier rech- 
ten Quaternionen näher 
ins Auge. 
In der Figur 34 sei 
= OA LOB und OA 100. 
Wir setzen voraus, die 
zwei rechten Quaternio- 
nen seien auf denselben 
Nenner OA redueirt, und man habe dadurch erhalten 


r—0B:0A, !" =00:0A. 


18.30 
E 





A 
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Es ist sodann 

r+r=(0B-+00):0A = 0D:OA. 

Weil aber OA | OB und OA 1. 0C, so ist auch OA _LOD. 

Es folgt hieraus der Satz: 

Die Summe zweier rechten Quaternionen ist ein rechter Quaternion. 

Weil 

r—r=r-+(—r) 
und — r ein rechter Quotient ist, so wird auch ” — r, d.h. 
die Differenz zweier rechten Quaternionen, ein rechter Quater- 
nion sein. Ist in der Figur 36 
OB =—0OB, 
so ist nach (b. 32) 
r — r = (06 — OB): 0A = }0OC + (— OB)!:0A = 
— (0G + 06) 0A — OR: 0A, 
wie man leicht nachweist. 

Es kann dieser Satz unschwer verallgemeinert werden zum 
nachfolgenden: 

Wenn x, «, &’... positive oder negative Skalare, r, r’ r”... 
rechte Quaternionen sind, so wird 

zrter tert... 
ein rechter Quotient sein. 

Es sind nämlich, wie in Art. 53 schon erwähnt ist, zr, «’r, 
x’r’... rechte Quaternionen. Nach dem ersten und dem zweiten 
Satze dieses Artikels ist sodann auch zr-xr ein rechter 
Quotient; nach denselben Sätzen wird deshalb auch ar + «r' 
+ x”r" ein rechter Quater- | 
nion sein, u. 8. w. 

97. In der Figur 37 sei 
OBFOR TR 00:0, 
Ob Ir 00 ern tdıhi 
1.0B' = Tr, TOC'= 7r 
und ° 

OB’ _L zur Ebene AOB, 

OC’ _L zur Ebene A0OC. 

Es mögen weiter die 
Parallelogramme OBDC, 
OB D’C construirt werden. 


D’ 
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Die Geraden 00’, OD’, OB, 00, OD, OB sind sämtlich senk- 
recht zu OA und liegen deshalb in einer Ebene. 

Die Dreiecke D’BO und DBO sind ähnlich; denn es ist 

6 N 2 FRE / OBERT:OG 
DODSERDDIE- IT OBER OT 17 = To: Tor’ 
oder 
TOB»2TBD EL 06% 2.00=87.0677.BD 
und 
ZDBO=ZDBO. 

Es folgt hieraus erstens, dass die Winkel D’/OB und DOB 
einander gleich sein müssen, und weil OB | OB, muss sodann 
auch OD _lL_ OD’ oder OD’ _L zur Ebene DOA sein. Es folgt 
aber weiter aus der Ähnlichkeit der Dreiecke D’B’O, DBO 

OB 


T.OD’: T.OD = T.OB : 7.OB = TE TOB=1:T.OA, 
oder 
i OD 
TOD’ —T or 


Der Vektor OD’ ist nach diesen beiden Ergebnissen der 
Index des rechten Quotienten OD: OA, oder in Zeichen 


ne on 
I BR OR BAG 
OB’ +00 = (0; } nn 
TE Tr TE ER, RE (d. 86) 


Es ist dies eine ungemein wichtige Formel; dieselbe drückt 
aus, dass bei der Addition von rechten Quotienten die Summe 
der Indices der beiden Quotienten dem Index der Summe gleich 
ist. Weil aber aus dem Index der Summe diese Summe selbst 
unmittelbar bekannt ist, so pflegt man zu sagen: 

Um rechte Quotienten zu addiren, braucht man nur die 
Indices derselben zu addiren, 

Es ist nunmehr leicht hieraus herzuleiten, dass derselbe Satz 
auch bei der Subtraction rechter Quotienten gültig bleibt, denn 
man erhält 
Ir—r) = I{r + (—r/)] nach (b. 31) = Ir + I(—r') nach (b. 86), 

= Ir + (—Ir') nach (8.83) = Ir — Ir nach (b. 31), 
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oder kurz 

ea Te ER So, (b. 87) 

Von nicht wenigerer Wichtigkeit ist der nachfolgende Satz: 

Der Quotient zweier rechten Quaternionen ist dem Quotienten 

ihrer Indices gleich, oder in Zeichen 
Finde 


Wir werden diesen Satz leicht mit Hülfe der Figur 38 be- 
weisen können, in der 
r —OB:0A, r.=00:0A; ZIr=0B, IF =00. 
r und r sind somit auf gleichen Nenner reducirt worden. 
Es ist nämlich 


r 0B1.005: OB 





"= 08'000 nach (b. 67). 
Die Geraden OB, 00, OB, 2 | 
OC', sind sämtlich in einer Fi 16.35 


Ebene senkrecht zu OA ent- ce 
halten; und weil noch 
OBMRFUBEO0U220G, 
so ist 
X BO0s== ZBOG. 
Weiter erfolgt wie bei 
der Figur 35 





A 
70BE% 700,1. ROBE 7.0 


Die Dreiecke B’0O0’, BOC sind somit ähnlich und liegen in 
derselben Ebene. Nach Art. 29 erhält man dadurch 


UBMROB 

00 7 06 
oder 

Er 

Teasor!. 


Weil das Produkt zweier Indices für uns noch keinen Sinn 
hat, so können wir die Gültigkeit desselben Satzes bei der 
Multiplication nicht einer Untersuchung unterwerfen. 

58. Eine sehr wichtige Folge des durch die Gleichung (b. 86) 


ausgesprochenen Princips ist die nachstehende: 
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Jeder rechte Quaternion kann als Summe dreier unter sich 
rechtwinkligen rechten Quotienten dargestellt werden. 

Wir fassen zu diesem Zwecke wieder die Bezeichnungen des 
Artikels 54 auf, wo wir die drei rechten Radiale :, j, k ein- 
führten. Wie wir schon in jenem Artikel erörterten, sind 
dieselben so gewählt, dass wenn 

OK REAL 0J 

RD RSORS OL 
zugleich OI die Achse von :, OJ von 
j, OK von & ist. 

Nehmen wir auszerdem an 
RORZETVN Er ORE I 

so stellen Ol, OJ, OK bzhw. die In- 
dices der rechten Quotienten i, j, k 
dar, oder 
UI=Z%E, VIZEINT OR ZEITEN (059) 

Es sei nunmehr ein willkürlicher 
rechter Quaternion r gegeben. Wir 
construiren Ir und wählen dazu O als 
Anfangspunkt, sodass wir erhalten: 

OR Ur 
Ziebt man RR, /KO, und in der Ebene ROKR noch RR, /R,O, 


so ıst 





OR = OR, +4 OR.. 
Indem man weiter R,R,’/IO und R,R,'/JO zieht, erhält man 
OR, =0OR,+OR” 
und durch die Verbindung mit der vorigen Gleichung 
OR = OR, + OR,’ + OR,. 
Es kann aber gesetzt werden: ' 
OR S=.01,20R 0ER OHR 
wenn ©, Y, 2 drei positive oder negative Skalare bedeuten, 
und somit wird 
OR = #.01+y.0J + 2.0K 
oder 
Ir =Zsk+yIj-+ zIk nach (b. 89) 
— lei I} + Iek. nach .(b. 82) 
= I(wi+ yj-+-zk) nach (b. 86) 
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und schlieszlich nach (b. 81) 
I ee Key de er. (b. 90) 

Wenn man in diesem Ausdrucke die Skalare », y, z sich 
ändern lässt, so kann man dadurch alle möglichen rechten 
Quotienten erhalten. 

Es ist weiter leicht ersichtlich, dass durch die Verlängerung 
der Geraden IO, JO, KO der ganze Raum in acht Teile ge- 
teilt wird und dass die Zeichen der Gröszen x, y, z bestim- 
men, in welchem dieser acht Teile /r liegt. 

59. Die in den Artikeln 53—55 gefundenen Sätze setzen 
uns in den Stand ein neues sehr wichtiges Theorem der Mul- 
tiplikation rechter Quaternionen darzutun. Es wird dasselbe 
durch die Gleichungen (b. 91) (d. 92) (db. 93) ausgesprochen: 

Mr errere r.% (b. 91) 
a (b. 92) 

Beweis der Relation (d. 91): Wenn wir mit r, den 

Receiproken des rechten Quotienten r bezeichnen, d.h. na: 
1 
setzen, so ist 


(FH r)r=(r Ir) = —.- 28 nach (b. 65) = 
9 1 





I Ir’ — r") u Ir' E= Ir’ | Pa 
u da Hau, nach (b. 88) = Ten u nach (b. 86) = 


Ir Ir" r' r" on 
Tr — zei nach (b. 25) = 5 —— 2 nach (db. 889) = 





1 


Beweis der Relation (b.92): Weil r’—+-r’ ein rechter 
Quaternion ist, so hat man die Relationen 
r(r + r") = K.(r' + r"r nach (b. 75) = K(r'r-+ r’’r) nach (b. 91) 
— Kır'r + K.r"r nach (b. 42) = rr’ + rr'’ nach (b. 75). 
Allgemein wird man durch Verknüpfung der Gleichungen 
(8.91) (d. 92) finden, wenn! r)...., ri 7,.... rechte 
Quotienten sind 
("+r'’+...)n tr t+...)=:rr.. . (6.9) 
wo das Zeichen 2 bedeutet, dass jede der Gröszen r', r".... 
durch jede der Gröszen r,, r,.... multiplieirt werden soll. 


m 2 + r" 2 nach (5.65) =r'r-+r'"r. 
r| r 
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60. Im Anfange dieses Abschnittes ergab sich die Darstellung 
eines Quaternions als Produkt der Operationen 7 und U, 

Man kann jedoch auch weiter jeden Quaternion als Summe 
zweier bestimmten Operationen darstellen, welche durch die 
Zeichen S und V vertreten werden. Von dieser Darstellung 
wollen wir in den nächsten Artikeln handeln, und es wird 
sich daraus eine Menge sehr nützlicher und deshalb wichtiger 
Beziehungen und Sätze ergeben. 

Betrachten wir den willkürlichen 17 
Quaterniong—=0OB:OA(Figur40). 16.40 

Projicirt man OB auf OA mit- B 
telst BB, und zieht OB, /=B,B 
so erhält man 

IROBE OD Da 

ONE RN NT 

0,B+.0B,, OB;v OB; 

ONE OR ONE Th iaye 

Hierdurch ist der Quaternion g dargestellt als die Summe 
der zwei Quotienten OB, :OA und OB, : OA. 

Der erste is eine positive oder negative Skalargrösze, weil 
die Richtungen OB, und OA entweder zusammenfallen oder 
einander entgegengesetzt sind. Es wird deshalb dieser Quotient 
der Skalarteil des Quaternions g genannt und mit 
bezeichnet. 

Der andere Teil ist ein rechter Quotient, wird der Vek- 
torteil des Quaternions g genannt und mit Vg be- 
zeichnet. Es gilt demnach allgemein die Formel 


a SE a ER ES (b. 94) 
Es ist weiter einleuchtend, dass 
wenn 9 g\,.89 = 89) und Vg= Vo. u.“ (b. 95) 


und das Umgekehrte dieses Satzes ist ebenfalls gültig. (Man 
sehe auch Art. 67). 
Aus den Definitionen ist unmittelbar ersichtlich, dass die 
zwei nachstehenden Formeln bestehen 
SYg=0: und. Peg =Vd une. (b. 96) 
61. Wir wenden jetzt unsre Aufmerksamkeit speciell dem 
Skalarteil zu, und werden dann leicht ersehen, dass 


73 
La 
Sg > 0, wenn Zyg Sr 
gt, wenn 245 (b. 97) 


Sg< 0, wenn £Ly >5 


und auch die Umgekehrten dieser Sätze kommen zur Geltung. 
Weiter findet man die nachstehenden Beziehungen 
102 S(Sg) oder S?g—= Sg und allgemein S"g—=8g . . (b. 98) 


20, TSg=+8g, je nachdem Zg< 5 oder Zy > 2- 


Es folgt dies daraus, dass der Tensor stets positiv sein muss 
nach Art. 28, 
3°, SEE Ze nen: (d. 99) 
Denn mit Hülfe der Figur 40 wird gefunden 
OBER IBIRETOBT IB 





De ON RON FOR = Ty 008 24. 
40, s ne rn Sole t. ui ‚ar (b. 100) 


Denn es ist in der Figur 41, 
WORAANE OB DBB:.0AT 
1 VROANEFUN 








San >05 .0B 7087 
fe ron vol AOAA'n OBB 
FLUR Br. SE San a 
BLOND OBER ENg 

50, EN SE N (b. 101) 
Dies folgt unmittelbar aus der Definition von Kg. 

69. ST Ne (db. 102) 


Es wird nämlich, wenn der Vektor OB geändert wird, die Pro- 
jection OB’ in demselben Verhältnisse geändert, und deshalb ist: 
2.0B 2.0B’ OB 





Sr Dr FO = 280. 
Als besondere Fälle ergeben sich noch die Formeln 
S(- = —- 4 .....:.... (b. 102*) 


St=& 


174 


19. SUg = cosP Mr. (b. 103) 
Aus Sg = 1gcos £Zg (b. 99) lässt sich schlieszen : 
SUg = TUg cos. Z Ug. 
Weil aber TUg=1 und Z Ug=Zyg, so vereinfacht diese 
Formel sich zu (d. 103). 
Dieselbe Formel ist aber auch leicht mit Hülfe der Figur 
42 zu ersehen. 
os 3 Es sei OA, — D.OA, OB, = T.OB 
und B,B,’1LOA, so wird 





SU: ZONE TORE 
80, sv; a eilig 
6) U 
De Nach (db. 103) wird zunächst 


ee 
q 7 


und die zweite Seite ist nach (b.8) = cos Zy=SUg. 
9°, Wenn ein Vektor 8 auf einen anderen projieirt wird, 


so ist die Projection -(8 ) De EEE (b. 105) 
In der Figur 40 z. B. wird die Projeetion 
OBERE EB 
| OB -nr VOA=(8)«&, wo m 
10°, K—SscMlAlENe (b. 136) 


Diese Formel ist unmittelbar der Construction des con- 
jugirten Quaternions (Art. 35) zu entnehmen. 
11%. g-+Kg=2358g oder symbolisch 1+-X=2S oder 
S=3(1+XK)... (5. 107) 
In der Figur 43 wird 





OB , OB 
06 OD 


Es ist nämlich das Paral- 
lelogramm, auf OB und OB, 
construirt, ein gleichseitiges , 
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dessen Diagonalen die Winkel und auszerdem einander senkrecht 
halbiren. Die Diagonale OO fällt demnach längs OA und man 
erhält OO =20D. 

Es kann jedoch die Formel (2.107) wie nachstehend be- 
wiesen werden mit Hülfe der Figur 44, und dieser Beweis 
führt zugleich auf die nützliche 
Relation (b. 108). hö.4k 
K7— 08, _ OD +DB, _ rc 
OA ONE 
0D-+0B7 00 —0F 
TINTEN, 











oder kurz 
Ky= Sy — Vo. . (b. 108) 
Addirt man diese Formel zu Br 
a= 574 Va, 
so ergibt sich (b. 107). 
120, Saar dcr Sa Sort. nr sollen a9) 
Wir wollen diesen Satz mit Hülfe der Figur 45 dartun. 
Es sei in derselben g=0B:0OA, 
gy=00:0A; wir construiren das 
Parallelogramm OBDÖO und projiciren 
die Punkte B, D, C sämtlich auf 
OA in B, D,, C, bzhw. Die Ge- 
raden C0,, DD,, BB, werden im 
allgemeinen nicht parallel sein. Wei- 
ter ziehen wir BD, /OA und pro- 
jieiren D auf BD, in D,. Es ist 
sodann DD, LOA, und deshalb 
DD, ı BD, und auch ist DD, 4 BD,, woraus folgt BD, ı D,D, 
oder D,D,/BB,. Das Viereck BD,D,B, ist somit ein Paralle- 
logramm und BD, =BD,. 
Es ist aber weiter A OCC, ?#? ABDD, (O(C=BD, £Z 000, = 
ZB ZEHN; B = 5) und deshalb BD, = 00; ; 
hierdurch wird auch BD, =00,. Nun ist noch 


2, 
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OD, =0B +BD,=0B, +00, 


und indem durch OA dividirt wird, erhält man hieraus den 
Satz (b. 109). 

Die Formel (5.109) lässt sich leicht verallgemeinern zur 
nachstehenden 


20 ZU NEON ern (Pr LUUYN) 
z.B. SG + !+N)=S@ +) + =-SWT N) Tg - 
—= 89 + Sy + Sg": 
13°, SC —-)= 4 — Sf... .....% (b. 110) 


WW N)=S4+ N=-u+sS— g)= 
= 89 + (— Sy) nach (b. 102*) — 89 — Sg‘. 

62. Den Begriff des Skalarteils eines Quaternions "wollen 
wir auch noch dazu verwenden eine unsrer vorher erhaltenen 
Formeln zu vereinfachen. Es ist dies die Relation (d. 41), welche 
wir in Art. 40 fanden: 

Ng +g)=Ng+ Ng +2 TyTy cos £Z B'OB 
wenn 
g=OB:0A und = OB: 0A. 
Zuerst wollen wir beachten, dass in diesem Falle nach (b. 67) 
RE NEN SDR 
9° 0, 0A.:20A SUORK 
wodurch es möglich wird ZB’OB durch £ 7 oder £7 zu 
ersetzen. Wir erhalten dadurch 
Na+)=Ng+Ng +2 Tg Ty cs Li. . (6.111) 
Es ist jedoch nach (b. 99) 
ST, mL, = en cos LI 
q EIN 1620 
und hiermit hi (d. 111) nen in: 
Ng+g)=Ng-+Ng (+2 M.87 3 4 (2, 112) 
Man hätte in gleicher Weise erhalten können, indem Z B’OB 





durch £, ersetzt würde , 


Nahe Nat N + 2Ng.87 
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Die Formel (d. 112) ergibt weiter, indem man beachtet, dass 











yKd= - 7 NG, HE (5.113) 
und deshalb. auch 
S(yKd)= Ng.S i Bee. 2. (d. 114) 


N(g 2a) No-FINger 28(2Ka) ui) (But) 

eine Beziehung, in welcher g und g’ umgetauscht werden können. 

Als besonderer Fall ergibt sich aus (d. 115), wenn x ein 
positiver oder negativer Skalar ist 


Noto No 2080. .... (db. 116) 
und hieraus für einen rechten Quotienten r 
ne) N en, (b. 116*) 


63. Wir wollen nunmehr den Vektorteil 7y näher in Be- 
tracht ziehen. 
Wie unmittelbar aus der Definition dieses Symbols erhellt, ist 


Ax.Vg— Aa.g und Z Nn=5 MR (6. 117) 
Und weil Vg ein rechter Quotient ist, so ist nach (b. 74) 
Klug Van. (d. 118) 


Indem man wieder V?y statt V(Vg) schreibt, und in ana- 
logem Sinne das Symbol V"qg verwendet, ersieht man leicht 
ee On A (b. 119) 
wo m eine ganze Zahl sein soll. 
Wir fanden schon bei dem Beweise der Formel (b. 107), 
dass der Vektorteil des conjugirten Quaternions der Negative 
des Vektorteils des Quaternions g ist oder 


VPRa—— Vo. et, (d. 120) 
und indem man dieses Resultat mit (5. 118) verknüpft 
KRa—KNVoNseeae et Sin ld-121) 


Die Symbole V, K, nach einander angewandt, sind deshalb 
commutativ. 


Suchen wir v! auszudrücken und benutzen wır dazu die 
q 


Gleichung (b. 24*). 
Es wird dadurch gefunden: 
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1 1 Vy 1 Vy 
IVAER = — VK er oder kurz van 4 2 b. 197% 
Ze Ne Ng q Ng 
Es wird weiter 
Vrg= 2VgW N (b. 122) 


Wenn nämlich der Vektor OB geändert wird, so erfährt 
die projieirende Gerade BB, eine Änderung in demselben Ver- 
hältnis (Figur 46), und deshalb ist 


2. OB 7.2.OB, 
Vgy = Ta Ben vg. 
Als besonderer Fall ergibt sich noch 
„-)=-VI......... (d. 122*) 


Eine sehr wichtige Grösze ist das Symbol UVg. Weil Vy 
ein rechter Quotient ist in der Ebene von g, so ist UVg ein 
rechter Radial in dieser Ebene. Nach der Formel (5. 117) und 
Art. 30 wird 

An. Vo — Aug IR N (b. 123) 

sein. 
Betrachten wir weiter das 
ng40 Symbol VUg (Figur 46). 
B, Wenn g7=0OB:OA, und 


BIRNEN. ON und OB’ Einheitsvekto- 


2 ren in den Richtungen OA, 
OB sind, so ist 
Ug = 067: 0X 
© APR NER RT 


V.D7= 0.022 
Es ist somit VUg kein rechter Radial, sondern ein rechter 
Quotient in der Ebene des Quaternions 9, dessen Achse mit Ax.g 
zusammenfällt und nur wenn g ein rechter Quotient ist, wird 
VUg einen rechten Radial vorstellen. Man kann deshalb im all- 
gemeinen die Ungleichheit hinschreiben 


VUg < UVg, ausgenommen wenn Zy—= 5 
Man erhält nun die beiden nachstehenden Ausdrücke für Vg. 
Vg=IVgUVg=Tgsın Z 4. Dora (6.4124) 


und 


Vg—=ToVlg. .. Wlan Mernken I (b. 125) 
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Die Formel (d. 124) zu beweisen, haben wir nur zu zeigen, 

dass 
Dial Zi... 2. 22(63126) 
und dies geschieht leicht mit Hülfe der Figur 46. Es ist 
nämlich 
OB T.OB T.OB T.OB 
zT RE HT ee 
Der Beweis der Formel (5. 125) ist: 
Vg= V(TgUg) = TyVÜUg nach (b. 122) 

Aus der Formel (5.125) in Verbindung mit (b. 16) erfolgt 

noch 





EN REN LEN ER (b. 127) 
und indem man diese Formel mit (db. 126) vergleicht, erhält man 
NAEH (b. 128) 


ein Resultat, das auch leicht mit Hülfe der Figur 46 verifieirt 
werden kann. Denn es ist 


VUg=0OB,:0A 


und demnach 
TV — = nn —=sın Lg. 

Weil U Vg ein rechter Radial ist in der Ebene von g, s 
muss (UVg)* bewirken, dass ein Vektor in der Ebene von y 
eine Drehung um zwei rechte Winkel erfährt, d. h. entge- 
gengesetzte Richtung erhält. Es ist deshalb dieses Symbol mit 
— 1 identisch oder 

KON rel)! eb. .2 (d. 129) 
und hiermit erhält man leicht 
V'=(TVg UVS’= (TV) (UVY’=—-(TVg’=—NVg 
oder, indem man noch Vg* als gleichbedeutend mit (Vg)? an- 
nimmt, 
V?=( vo% —=—.NVg. . yeia 26 (b. 130) 

Eine andere sehr nützliche Formel entsteht aus der Ver- 

knüpfung der Gleichungen (b. 94) (5.108) oder 
= 89419, Kı=8g — V9. 
Durch Subtraction wird nämlich erhalten 
gq— Kg=2YVg oder symbolisch 1— K=2V, oder 
=4(l—K)......... (5. 131) 
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In gleicher Weise kann man die Formeln (b. 99) und (b. 126) 
eombiniren und erhält daraus durch Quadriren und Addiren 


(SP HATVe?—= 72%. .....:. (b.182) 
Nach (5.130) ist aber (TVg)* oder NVg=— Vg’, und 
somit wird, wenn wir noch die Schreibweise 
SIEBEN Een OS (b. 133) 
einführen, erhalten 
89%-= 992 Ta a) Aal alane (d. 134) 
In andrer Gestalt lautet diese Gleichung 
SHA-ZUNGSEREV I VDE EN Vo (b. 135) 


Weil $y eine skalare Grösze ist, so kann Sy” durch NSy 
ersetzt werden und dadurch geht die vorige Gleichung über in 
NSg=Ng— NVog 

oder 
Ng=NSq+NV9, 
eine Gleichung, die keineswegs als unmittelbare Folge der 
Gleichung (b. 94) betrachtet werden kann, weil im allgemeinen 
N@+2)ZNg+Ng. 

Es hätte dieselbe jedoch leicht aus (d. 116*) erhalten werden 
können, indem man darin r durch Vg, und x durch g ersetzt 
hätte. 

Noch eine äusserst wichtige Formel ist durch die Combina- 
tion dreier anderen zu erhalten, nämlich aus (b. 94), (db. 99) und 
(d. 124). Dieselbe lautet 

g— 19.(eosl29 = sin 4.0 Vo) a2 (b. 136) 
und kann unmittelbar aus den drei genannten Gleichungen 
gefolgert werden. 

Mit Hülfe der Figur 45, können wir beweisen 











„WW N)=Vg+Vg........ (db. 137) 
Denn es wird 
m al) _DıD, D,D BD 00 
0,C 


dt oa ech: 
Es lässt he ee Formel wieder verallgemeinern zur nach- 
stehenden: 


sl 


Vo a2 Vom. (b. 138) 
Und weiter kann man erhalten 
Kae) Vo... 2 (d. 139) 


weil 
Be ne Ve Vr)nach (6. 13) — 
— Vg-+(— VY) nach (b. 122°) — Vg — Vy. 

64. Im Art. 57 hatten wir Gelegenheit zu beweisen, dass 
die Multiplikation rechter Quaternionen in Bezug auf jeden der 
beiden Faktoren distributiv ist. 

In diesem Artikel wollen wir zeigen, dass dieselbe Eigen- 
schaft bei der Multiplikation solcher Quaternionen gültig ist, 
deren Ebenen eine Gerade gemeinsam ist. Es sind diese Quater- 
nionen collinear genannt worden. Wir setzen voraus im 
nachfolgenden seien 9, g’, g” collineare Quaternionen. 

In der Figur 47 mögen OB:0A=7Yg, 06C:0A =" ange- 
nommen werden, wo demnach OA ein Vektor in der Richtung 
- der den Ebenen der Quaternionen g’ und g” gemeinsamen Ge- 
raden ist. Wir construiren das Parallelogramm OBDC, so wird 

g+g’"=0D:0A. 

Nun setzen wir weiter voraus, dass g auf den Zähler OA 
redueirt ist, was, unsrer Voraussetzung der Collinearität ge- 
mäsz, stets möglich ist, 
und es sei demnach E E6Af 

g=0A:OR. 
Es wird hierdurch c 
ODOA OD 


(„+4 na mE 
OB - OC & B 
in eo 
OBOA 000A 
SoAontoA0Ok Sy 
oder 
(+ )g=gg-t gg wenn g, g, g’ collinear ... . (5. 140) 
Wenn man mit k, %, k’ die Conjugirten der Quaternionen 
9 gs g' bzhw. bezeichnet, so sind dieselben ebenfalls collinear, 
6 


82 


weil ein Quaternion und dessen Conjugirte in derselben Ebene 
enthalten sind. 

Nach (d. 140) gilt deshalb auch der Satz 

(K+Kk)k=kk+kk 
und sodann 
K(k +k")k— K(kk+ kk) 

Berücksichtigt man nunmehr die Relationen (b. 54), (b. 42), 

so wird | 
KR.K(E —k')—= K.kk+ K.k'k= KkKk 4 KEKE 

oder 

al) +g")=gg + gg" wenn g, Y, g” collinear. .. (d. 141) 

Es wird, den Gleichungen (b. 140) (b. 141) zufolge, nun auch 


ganz allgemein, wenn g/, g”, d",.... 91 Qas 93... collineare 
Quaternionen sind, 

er) ar) ee 
wo das Zeichen & bedeutet, dass jede der Gröszen g', g”.... 
durch jeden der Quaternionen 9,,9,.... multiplieirt werden soll. 


65. Die Verknüpfung der Resultate des vorigen Artikels 
mit denen des Art. 57 setzt uns in den Stand zu beweisen, 
dass auch für willkürliche Quaternionen die drei Relationen 
stattfinden: 


Hdg=gatgg:: 0. .: (d. 143) 
gar) tm.....::.- (b. 144) 
(tft. )atRt:..J=zgg - - (b. 145) 

Und es wird ausreichen die Formel (db. 143) zu beweisen, 
weil die beiden anderen Formeln aus jener auf dieselbe Weise 
hergeleitet werden können, wie die beiden Gleichungen (d. 141), 
(d. 142) aus (db. 140) hergeleitet worden sind. 

Um den Nachweis der Formel (db. 143) zu liefern, fangen wir 
damit an zu erinnern, dass die Ebene des Skalarteils eines 
Quaternions unbestimmt ist, sodass man jede willkürliche Ebene 
dazu wählen kann. Wählt man deshalb als die Ebenen der 
Gröszen Sy, Sy diejenigen der Vektorteille Vy, Vg, bzbw. 
so hat man es bei Sy’, Vy', Sqg, Vg mit vier collinearen Qua- 
ternionen zu tun und es wird nunmehr die allgemein gültige 
Formel erhalten 
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77=(S7 + Ve)(Sy + V9) 

— 8989 +Sy Vg + VgSgyg + VyVg nach (b. 142) 
oder weil die Skalarteile mit einander und mit den Vektor- 
teilen commutativ sind 

79 =S7Sg + Sy Vg+SgVg + Ve Vo... (b. 146) 

Wendet man dieselbe Formel bei (7 +4 g”)g an, so wird er- 
halten 
regte) tS@F) Nr r/dH)+ 

ala 
= (Sr SE) (SE SV + SV VE )+ 
+ (Vg + Vg’)Vg, nach (db. 109) (b. 137) 
— 8959 +57"89 + Sg Vg+Sg" Va + Sg Vy+SgVg’ + 
+ Vf Vg-+ Vg"Vg, nach (b. 29) (b. 30) (b. 91) 
= SS +SYVg tr SgVg + Ve Vai + 1Sg"Sg 
+ 89'979 + SqVg" ++ Vg’Vql, nach (b. 26) (b. 27) 
—gg-+gg, nach (b. 146). 

Die Relationen (b. 143) (b. 144) (b. 145) sagen aus, dass das 
distributive Princip bei der Multiplikation von Quaternionen 
allgemein gültig ist. Es ist dies eine sehr wichtige Errungen- 
schaft. 

66. Es mögen in diesem Artikel noch einige Formeln Platz 
finden, zu denen die Ergebnisse der vorhergehenden Artikel 
uns führen. 

Aus (5. 75) oder 

rr = K.rr, 
erhält man durch beiderseitige Addition von r'r 

r + rr=rr+Krr=(1+K)rr=2S$rr nach (b. 107) 

oder kürzer 
Ser =Hl(r rt). 2a. see (b. 146) 

Hätte man zu (5. 75) beiderseits r'r nicht addirt, sondern 
subtrahirt, so wäre entstanden 

rr — rr! =rr — Kırr= (1 — K)rr=2V.;rr nach (b. 151) 
oder 

Barren) (b. 147) 

Aus den erhaltenen Formein (b. 146) (b. 147) lässt sich auch 

schlieszen 
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Sr r = S.rr' 
V.rr=—V.rr 
Es seien g, g’ wieder willkürliche Quaternionen. Nimmt man 
von den beiden Seiten der Gleichung (db. 146) die Skalarteile, 
welche einander gleich sein müssen, und ebenso die Vektor- 
teile, so wird erhalten 
S.49= 8/Sq + S(Vg V9) 
V.ga= Sg Vg+SaVgy + V(Vg Va) 
Wenn man in (6.146) Y=g annimmt, so geht die Glei- 
chung über in 


ee? \ (b. 148) 





\ ... (b. 149) 


?=S9:+28SıVga Vo? ...... (db. 150) 
oder 
= Sg9?+289Vg — NVg nach (b. 130) 
und dadurch werden die Gleichungen (b. 149) zu den nach- 
stehenden 
Sg = 89° — NVogl 
als ee (b. 151) 
Aus (d. 146) oder 
ga Sg + Sy Vga+SeaVg + VgVa, 
und 
a7 — SSq + Sy Vg + SgVgd + VaVg 
erfolgt durch Addition und Subtraction 
77+97 = 2 (898g + Sy Vga+SqVg)+2S(VgVg‘) nach (0.146) 
99-44 = VyVg— VeVy=2V7(VgVo) nach (5.147) 
‚oder | 

3.4 92790) 280 Me Ne Bee 

22 -g7)= V(VyV9) 

Ein anderer wichtiger Schlusz kann aus (db. 149) gezogen 
werden. Wenn man darin g’ und g mit einander verwechselt 
und beachtet, dass nach (b. 148) 

SV7V)=S(VgV7), 
so erhält man aus der ersten dieser Gleichungen 
See ee (b. 153) 

Dasselbe Verfahren, auf die zweite der Gleichungen (d. 149) 

angewandt, in Verbindung mit (db. 148) ergibt 


V.gg 2 Veoooa (b. 154) 
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Die Gleichung (d. 153) kann auch auf andre Weise erhalten 
werden. 

Nach (d. 99), ist nämlich 

78900 — 109008499 
S.gg = 1gg' cos £ gg 

Die zweiten Seiten sind nach (d. 48) (b. 57) einander gleich, 
somit auch die ersten. 

67. Die Zerlegung eines Quaternions in einen Skalar- 
und einen Vektorteil können wir auch dazu verwenden, die 
Gültigkeit des commutativen und associativen Princips bei der 
Addition mehrerer Quaternionen darzutun, ein Beweis, welchen 
wir im Art. 37 hier zu geben versprachen. 

Es gilt zu zeigen, dass allgemein 


nt te en ET th (aut) 
a ee ae Haar...) 
Nach (b. 94) ist 
Sg ger) Met +tg tg" ...) 
Nun ist jedoch 
Std tg" tg" +...) = 89+Sy+Sg'+Sg”—+.... nach (b. 109*) 
ale Sy+Sg"+S{+Sg"+.... 
oder 
ge Sg+Sy-HSy"+Sg" +...) 
nach (5b. 29*), wenn hierin die Grösze g durch die Einheit er- 
setzt wird. Und hierdurch ist weiter 
S(g — g u. g" 2 g”+ 4%) Pen S(g -\- g” -- g - g" _- 3) 
oder (d. 155°) 
= Setgr@ rg re) 
Weil aber 


ae ne) VgV Ve m Vg re) 
nach (b. 138) 
— Var Vo IVo -PIVgÜ En. 
nach (b. 86) 
— IVg+ IVg"+ IV + IVg’ +... 
nach (a. 1) 
nu ee) 


und 


86 


IV(q + q SB g' =“ g" I a2) a, IVy un IVy+IVg" ik IVg" +... 
—= IVg+ IV + (IVg'+IVgd” +...) 
nach (a. 2) 
— [Yo IV IV 7 re) 
nach (b. 86), (b. 138) 
— IT 9.3 an) 
so kann nach (db. 81) geschlossen werden 


Votg tt" + Pate tat +.) 


oder | 
= P/otetr@rg”re)] 

und aus diesen Gleichungen in Verbindung mit (b. 155*) und 
dem umgekehrten des Satzes (b. 95) folgen die Relationen (d. 155). 

68. Zurückführung eines Quaternions auf die 
viergliedrige Grundform. 
Nach allem Bisherigen können wir einen Satz begründen, 
der unter dem in der Überschrift dieses Artikels enthaltenen 
Namen bekannt ist und welcher eine so grosze Bedeutung für 
die Theorie und die Anwendungen hat, dass manchmal die 
Ansicht ausgesprochen ist, derselbe sei als Definition der Qua- 
 ternionen zu verwenden. Wir haben indessen vorgezogen eine 
mehr an die geometrischen Begriffe sich anschliessende Defini- 
tion zu benutzen. 

Unser Ausgangspunkt sei die Gleichung (b. 94) 

g=Sq+Vg 

Beachten wir, dass Vg ein rechter Quotient ist, und dass 
derselbe nach (5.90) als Summe Vielfächer der drei rechten 
Radiale ©, j, % dargestellt werden kann, so erhält man, indem 
noch gesetzt wird 

DI —W, 

— ur 2bn ER, (b. 156) 
wo w, x, Yy, z irgend welche positive oder negative Skalare 
sein können. 

Es ist diesem viergliedrigen Ausdruck gemäsz der Name 
»Quaternion’” entstanden. 

69. Es wird seinen Nutzen haben, die wichtigeren der bisher 
vorgekommenen Gröszen mit Hülfe der eingeführten Skalare 
w, 2, y, z und der rechten Radiale ©, j, k auszudrücken ; 
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man erhält dabei nach den Definitionen 


19 Se, ee (b loT) 
20, ER a (b. 158) 
30, DER V EEE. (b. 159) 


Denn es ist TVg=TIVg und nach Art. 56 hat /Vg die 
Componenten «li, y)j, zIk, deren Tensoren x, y, z bzhw. 
sind; weil diese an sämtlich unter Ss rechtwinklig 
sind, so ist deshalb } 

(TIVo’ =a’-+y? + 2°. 

Er erfolgt hieraus noch: 

NV =a"+y°+ 2°? 























40. Va 2 2) nachi(B 130} 708 (B9160). 
50, gg a ee (d. 161) 
TVgq Ver+yp+2° 
8: Ng=w*+2°+y”-+ z* nach (b. 135) (b. 162) 
19= Vu: 2° -Ey% 72° Sa 
7°, a EN 
79 vet y7-+ 2? 
g0, a ee (b. 164) 
vr ta+y:-+ 2° 
Sg w 
90, EL BET EN LAND: 165 
cos g Ty Vvert@tp+2 ( ) 
, w——yj-- eh 
100. f 1 w— mi — yj -— 2 





g wteitytz (wFanityjtzk) (w— w—yj—zk) 
nach (b. 73*) 
oder in Übereinstimmung mit (b. 24) 





1 w—- ui— yj-—ek 
u u —— — re: b. 166 
7 Hatte Gin’ 
Denn es ist 
11°, Kı=4—- Vgd=w—- wi—W-—.k.... (b. 167) 


70. Wenn Quaternionen in der viergliedrigen Grundform 
gegeben sind, so lässt sich deren Summe und deren Differenz 
leicht in derselben Gestallt angeben. Ist nämlich 

g=sutityjytzk, Y=w+teityjtzk, 
g=w" ei yjt2'k, u 8 w. 
so ist nach (5. 168) in Verbindung mit (db. 29") 
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ot 444" +... =ututu".. te tete’ t.):+ 
Ir re) ln 
| +(2+2+2” +...) &. 

71. Wenn zwei Quaternionen 

g=-utwityjtzk und y=wW+taityj-t?k 

einander gleich sind, so lassen sich hieraus die vier Skalar- 
gleichungen folgern ; 

v=uwW,.=a,y=y,2=?r..... (b. 168) 

Denn wenn 

g=0OB:0A, g = OB":0A), 
so müssen, damit y=y sein kann, OA, OB, O’A', OB’ com- 
planar sein, und weiter 

ZBONZS ZB ORT UI ODE DAT SO BIER ONG 

Fällt man sodann die Senkrechten BB,, BB,’ auf OA, O’A 
bzhw., so werden die 
Dreiecke OBB,, O’B’B,’ 3 
ähnlich sein, weil 116.48 

ZBOA=LBOXA, u 
Z0BB=Z0B,B— 7 
und dadurch wird: 

T.OB, : T.O'B, = D A# 

— TOD 1.057 

— T.OA: T.OX | 0 
oder 

T.OB, : T.OA = T.OB,': T.OA. 

Hiermit ist bewiesen, dass die Skalarteile der beiden Qua- 
ternionen einander gleich sein müssen, oder w—w. 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke OBB,, O’B’B,’ folgt aber 
auch unmittelbar, dass die Vektorteile der beiden Quaternionen 
BB, :OA und B’B,’:0’A’ ebenfalls nicht verschieden sein kön- 
nen, denn es ist 

BB BB r0B BB, < BB Su 
OA: TOBIOALT OBER LDAU LOB 
und nach Art. 29 musz BB, :OB, =BB,’: OB, sein, während 
auch Sy = 84". 
Es wird deshalb auch die Gleichung stattfinden 
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atyjtzk=aityjt 2zk 
oder 
@- it Nit@— )r=0. 

Wären nun die letzten drei der Gleichungen (b. 168) nicht 

gültig, so würde man aus dieser Relation herleiten können: 

Te )ity—y)i+@—)M=0 
oder 

Ile — a)i+ L(y — yY)53+ I(& — z)k=0 nach (b. 86) 

oder 

(«e— a) E+(y—y)D+(z2—z)Ik=0 nach (b. 82) 
oder endlich mit den Bezeichnungen der Artikel 54, 58: 

(ve — «) OI+ (y— y)0J + (z — z)0OK =0 

und diese Gleichung würde nach Art. 2 aussagen, dass die drei 
Einheitsvektoren Ol, OJ, OK complanar sind, ein Schlusz mit 
unsrer Voraussetzung, Ol, OJ, OK seien unter sich recht- 
winklig, streitig. 

Es müssen somit auch die letzten drei der Relationen (d. 168) 
stattfinden. 

72. Eine Anwendung der Einführung der viergliedrigen 
Grundform kann man finden in einem neuen Beweis der Gültigkeit 
des associativen Princips bei der Quaternionenmultiplikation. 

Setzt man nämlich 

g=uwtxityj+ zk 
g=wW+aityjt?k 
g=w+aityj+zk 
und berechnet mit Hülfe des schon bewiesenen distributiven 
Prineips (Art. 65) die beiden Ausdrücke g(g’g’) und (gy)g”, 
so wird man in der Tat dasselbe Resultat erhalten, wodurch 
die Identität dieser Ausdrücke dargetan ist. 

Wir unterlassen die Berechnung hier; allein wollen wir die 
Formel für das Produkt zweier Quaternionen, des frequenten 
Nutzens wegen, hier hinschreiben 
gg = ww — aa — yy — zz +ilwWa+ wa + yz — yz)+ 

+3wWytwy +20 —z2)+ 
ık(wWz-- we + ay' — &y) . . (8.169) 
Das Quadrat eines Quaternions im besonderen wird 


?=w—-?—y—2’+2 weit 2wyjt 2wek. .. (b. 170) 
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73. Proportionen mit Quaternionen. Wenn wir vier 
Quaternionen 9, g', g’, g” wählen, die der Relation genügen 


g:gq=g':g” oder 2 — gr Eee. (b. 171) 


so sollen dieselben proportional genannt werden. 


„ 


Weil und jr Quaternionen sind, so kann nach Art. 29 


„ 


die Beziehung (d. 171) nur stattfinden, falls 
77 — TZ, oder Ty: Ty = Ty': Tg" nach (b. 69)... (b. 172) 
7 7 


IM 


und 


07 — US, oder Ug: Uy—= Ug": Ug" nach (b. 70) . (b. 173) 
q 


1 


Wir wollen uns in diesem Artikel mit einigen wenigen 
Eigenschaften dieser Proportionen beschäftigen. 
Nach (5.72) in Verbindung mit dem Satze: wenn y=Yy), 


so ist auch ; — a erfolgt aus (d. 171) unmittelbar 
7 


I I von ee a A (d. 174) 
pay DIR 


Wenn wir die Binheitskugel, deren wir uns vorher schon 
bedienten,, construirt denken, so sei auf derselben (Figur 49) 


Fi649 CE 





und deshalb wird 
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Ug 1 

ld 

Of ug 17 

eine Drehung von Ü nach A, gefolgt von einer Drehung von 
A nach B, d.h. den Vektorbogen OB bedeuten. Es sei weiter 


DE= Dg", DE = Ug", 





so wird 
Une UgN— FE. 
Nach der gegebenen Proportionalität der Gröszen g, g', g’, g” 
müssen OB und FE Teile eines einzigen gröszten Kreises sein, 
und OB=FE. In der Figur 49 sei dies angenommen. Es wird 
dadurch auch BE=ÜF sein. 
Wenn wir die Bogen BA und ED verlängern bis über den 


Schnittpunkt @ derselben hinaus, und ebenso CA und FD über 
ihren Schnittpunkt P hinaus, so wird ein sphaerischer Kegel- 
schnitt construirt werden können, welcher durch A, D, Q, P geht 


und von welchem BF einer der cyclischen Bogen ist. Indem man 


nämlich PH=CH und QK =, nimmt, werden zwei Punkte 
H,K erhalten, die einen gröszten Kreis bestimmen und es ist 
leicht ersichtlich, dass der sphaerische Kegelschnitt, dessen cy- 


clische Bogen BF und HK sind, und welcher durch den Punkt 
A hindurchgeht, auch weiter durch P, Q, D gehen musz; 


durch P und Q, weıl PH=AQG und QK Ay, durch D wegen 
des nachstehenden indirekten Beweises. 
Gesetzt der Kegelschnitt ginge nicht durch den Punkt D von 


PF\ ‚ sondern durch einen anderen Punkt D’ desselben Bogens, 
so könnte man aD’ ziehen, welcher BF in FE schnitte. Es wäre 


sodann nach Art. 49 (B= FW, während gegeben ist CB=FE. 
Es müssen somit E mit E und D’ mit D zusammenfallen. 
Aus allem dem schlieszt man 


GP =DF= dy", N =DE—= 0y', GH=IK 
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Weil aber 
S-DT-YM-E-u 
genommen sind, so lässt die Gleichung 








GH=IK 

sich wie nachstehend interpretiren: 
Ug” Ug" Ug = Ug" 
O7 TEN TR aLTT. 


und weil aus (db. 172) nach den Eigenschaften der gewöhnlichen 
Proportionen folgt: 

Toelo lg a1n, 
so schlieszt man 


g:g—=g% .9 wenn gu 04: Gil ano) 
oder in Worten: Bei einer Quaternionenproportion können die 
beiden äuszeren Quaternionen umgetauscht werden. 
Vergleicht man die Relation (5. 175) mit (d. 174), statt dessen 
wir auch schreiben können: 


BR 
so erhält man den Satz: 

In einer Quaternionenproportion können die beiden mittleren 
Quaternionen umgetauscht werden, oder in Zeichen 

72.00 .9.:.9, wenn 20.20, ee el 

Aus den beiden Sätzen (b. 175) (d. 176) kann man schlieszen, 
dass im allgemeinen das Produkt der äuszeren Gröszen dem- 
jenigen der mittleren nicht gleich kommt. 

Denn weil die mittleren Gröszen umgetauscht werden können, 
so würde man, falls die genannte Eigenschaft gültig wäre, 
daraus schlieszen , dass auch bei der Quaternionenmultiplikation 
die Faktoren umgetauscht werden können, was mit dem vor- 
hergehenden streitig ist. 

Aus einer gegebenen Proportion g:y’=g”:g” kann man 
eine jede der Gröszen auflösen, und zwar geschieht dies wie 
nachstehend: 


Aus FREUE 9: 1 g 
=, fol t. — == 7) oder rn 
2 gr? 2 g 


Im 


! 


MU 
AQ 


oder schlieszlich 
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„ 














Dr Fr DEWEnTIG 20 ad: ee: (b. 177) 
Aus g:g=g":g” folgt nach (b. 176): 
RT] 41 m_gI yr 
ER oder „ Fern 
Fa 2 A Tu 
oder J—= zn Dawennegsgn gab 17O) 


In derselben Weise findet man 
„ en 7 ar und 2 a g" wenn gq: g es g" : Di j (b. 179) 
Wir schlieszen diesen Artikel und die Betrachtungen über 
Proportionen mit der Bemerkung, dass die Proportion 
g:d=dg: On 
auch in andrer Gestalt erscheinen kann. So istz. B. nach (b.24*) 
IS Rd 


ENG 
und deshalb wird 
gKg 28 OrRaN 
Ndg Ng" 








oder auch 
Ng”.gKg = Ng'.g’ Kg" 
und Bee, (b. 180) 
Ng".gKg = Ng.g’ Kg” 
weil 
Ng: Ng = Ng"::Ng”. 

74. Allgemeine Theorie der Potenzen und Wur- 
zeln von Quaternionen. 

Wir definiren (Ug)*, wo n eine willkürliche ganze oder ge- 
brochene arithmetische Zahl ist, dadurch, dass wir dieses Sym- 
bol als einen Versor betrachten, dessen Achse mit Ax.g über- 
einstimmt, während sein Winkel dem n-fachen des Drehungs- 
winkels des Quaternions g gleich ist. In Zeichen ist dies 

Ars(Ugy = ArgZ(Ugr=enZg .... (6.I8l) 

Wenn jedoch n eine negative Zahl sein möchte, z. B—=—m, 
so sei unter (Ug)” der Reciproke des Quaternions (Ug)” ver- 
standen, oder 


1 
a re. A b. 182 
Nehmen wir weiter durch die Definition an 
el Po) ( U Tele, ern, (db. 183) 


eine Gleichung, die zugleich aussagt, dass die Klammern bei 
(To) (Ug)" im weiteren fortgelassen werden sollen, so erscheint 
hierdurch die n‘ Potenz eines Quaternions als ein Quaternion, 
dessen Achse mit derjenigen von g übereinstimmt oder ihr entge- 
gengesetzt ist, je nachdem n eine positive oder eine negative 
Zahl ist, dessen Tensor der n'“ Potenz des ursprünglichen 
Tensors, und dessen Winkel dem n-fachen des ursprünglichen 
Drehungswinkels gleich ist. 

Es erfolgt somit aus der Gleichung (b. 183) 
Ax.p—+ Aw.g, je nachdem n 2 0, T. — Ty", U.g—Ugr(b.184) 

Die Gleichung (d. 181) gestattet einen wichtigen Schlusz. 
Wenn wir nämlich die Relation (b. 136) in Betracht ziehen, 
so erhalten wir 

IL EN SUHÜNDGE ee u o (b. 185) 

Nach (5. 181) ist jedoch, weil ein rechtes Radial in der 
Ebene des Quaternions g* einem solchen in der Ebene von y 
gleich sein musz (der Übereinstimmung der Ebenen zufolge) 


(Ugy—=cos(n Zg) + sin(n Z9).UVg... eb. 186). 
eine Formel, die nicht nur für positive Werte von n, sondern 
auch für negative Werte gültig ist. Denn wenn n—=— m, so 
erhält man nach (b. 182) 


1 1 
U. —Mm — en ; —— 
(u (Ug)"  cos(m Z g)+ sin(m £g).UVg 


— cos (m Zg) — sin (m Z 9).UVa. 
indem man nach (5. 73*) Zähler und Nenner durch 
| cos(m Lg) — sin(m £ g9).UVg 
multiplieirt und die Formel (5. 129) beachtet. Es wird deshalb 
(Ug)"—= cos (—m Zg) + sin(— m £9).UVg 
oder auch bei negativem n 
(Ugyr —=cos(n Lg) + sin(n Z g).UVg. 
Aus der Verbindung der Gleichungen (b. 185) (b. 186) re- . 
sultirt nun für alle Werte von n: 


(cos Lg + sin Zg.UVg)" = cos(n Zg)+ sin(n Zg).UVg (b.187) 
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Das in der Algebra gültige Moivre’sche Theorem erscheint 
daher auch bei Quaternionen. 

Es ist übrigens leicht, dasselbe für ganze Werthe von n 
durch Multiplikation nach den gegebenen Regeln nachzuweisen. 

Hat man es mit einem rechten Quaternion r zu tun, so 


geht (b. 186) über in: 


(Ur) — cos (r 5) - sin (n a) ‚UVr. 
Es wird weiter im allgemeinen nach (b. 183) (b. 186) 
gr — Tg* [cos (n Zg) + sin(n Zg).UVog] 


nm — Tyr E (n 3) —+ sın (" 2) : Ovr 


Und hierbei schlieszen sich die nachstehenden Formeln an: 


. (b. 188) 





1% Dr PETER Ne. 180) 
20, V.ge—= Typ sin(nZg.UVg ..... (6.190) 
30, Sr — Tor 008 (n ;) I (b. 191) 


Es ist deshalb $.r nur dann —0, wenn n eine ungerade 
Zahl ist. 


40. m mein (n 5) Er (b. 192) 
Hiernach ist V.r — 0, wenn n eine gerade Zahl bedeutet. 
50, K.g" = Tgr[cos(n Zg)— sin(n £Zg).UVg] . (b. 193) 
6°, 5 ld) los (nZ4) — sin (nZg).U Vg]. (6.194) 
7°, Ge u (dKass. aan. (db. 195) 


75. Besonders wichtig ist das Symbol g7', weil es nach der 
1 
Definition (d. 184) mit 2 identisch ist. Es ist somit g=! der 


Reciproke des Quaternions g. Man kann die Grösze g7! auch 
bei dem Quotienten zweier Quaternionen einführen und erhältdann 


EINE (b. 196) 


Die zweite Seite ist natürlich von 9-14, verschieden, wie 
wir schon in Art. 52 bemerkten. Man erhält weiter 


en — 1g7! [cos Zg — sin Zg.UVa] 
3 
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76. Wir wollen noch einige allgemeine Sätze über Potenzen 
beweisen. 
19, ug"gn eg FEN UHDKIRT, DU LORR EN I EEE. (b. 197) 
Denn 
g"g"—= Tg" Tg* [cos (m £ g) + sin (n £Z g). UVg] 
[cos (n Zg) + sin (n Z 9). UVg]) = 
— Tg" tr [cos(m-+n) £Zg+ sin(m-n) Zyg.UVg], 
well (UV —=— 1 


2 (age ERST a ae (b. 198) 


(1° — (Tp)” [cos (m Z0) + sin (n Lg). Val = 
— Toyrm [cos (mn Zg) + sin (mn Z g).UVg] nach (b. 187) 
— gem, 
Eine Folgerung lässt sich hieraus ziehen: 
Weil gr = gm, so ist auch (g*)” = (g”)". 
3. LI" Z (gg). 
Denn man erhält: 
g"j"—= Tg" Tg" [cos (n £Zg) + sin(n £Z 9).UVo] 
[cos(n Zgy)-+ sin (n Zg).UVg)] 
— (Ty Tg)" [cos (n £ g) cos (n Zg’)+sin(n Zg)cos(n Zg)). UVg+ 
+ cos (n £ g) sin(n Zg)).UVy + sin(n £Z g) sin(n Zg).UVgUVg)] 
UVg, UVg sind beide rechte Ra- 
H6; 30 3 diale. Es sei in der Figur 50 
ln OB 
c UVg 00 DVg= OA’ 
so ist 
OB 
00 
Diese Grösze ist somit ein Radial 
A Q in einer zu den Ebenen der Quater- 
nionen g, y senkrechten Ebene. 
Die erhaltene Formel lässt sich nicht weiter vereinfachen 
und kann nicht in der Gestalt 
(Ty Tg) [cos (n Z gg) + sin(n Z gg). UVag) 


erhalten werden. 


UVyo.UVg = 


nn a Du 4 
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77. Die Grösze g*, in den in Art, 74 definirten Sinn ge- 
nommen, wollen wir die n® Wurzel aus den Quaternion g 
nennen und schreiben 

9 —Yg=Ty (cos = —+ sin <4.uvg). (2.2109) 

Es folgt hieraus, dass die n! Wurzel eines Quaternions ein 
neuer Quaternion ist, dessen n‘* Potenz dem Quaternion g gleich 
kommt, denn nach (b. 197) ist 

(ey —ga9 —g. 

Man kann hierdurch noch statt gu» die Bezeichnung 7 ein- 

führen, denn es ist: 
P=-or=lr. 

78. Konisch spaltende Quaternionen. In Art. 17—19 
fanden wir, dass das Symbol &-4Y 18 gedeutet werden kann 
als ein Vektorkegel, nämlich als die Gesammtheit der Seiten- 
linien des Kegels, dessen Scheitel mit dem Anfangspunkt des 
Vektors & zusammenfällt, während die Grundfläche ein Kreis 
ist, aus dem Endpunkte von & mit dem Radius 78 beschrie- 
ben in einer zu 8 senkrechten Ebene. 

Wenn nun ein dritter Vektor x gegeben ist, so wollen wir 
die Gesammtheit der Operationen, welche den Vektor y in 
den Vektorkegel &+YV—1ß überführen, einen konisch spal- 
tenden Quaternion nennen und mit 





a+Vv—iß 
300% 


bezeichnen. Dabei wollen wir aber unmittelbar eine weitere De- 
finition aufstellen; wenn nämlich = —49, = gesetzt wird, 
so wollen wir annehmen, dass identisch sei 


Da SE (b. 200) 


Die Figur 51 veranschaulicht den Begriff des konisch spal- 
tenden Quaternions. Von O aus ist der Vektor OA—=y gezogen, 
weiter AB=z, BüÜ=ß. Der Kreis B ist in der Ebene, durch 
B senkrecht zu 8 gebracht mit dem Radius 73 beschrieben 
und nachher der Strahlenkegel aus A nach dem Umfange dieses 
Kreises construirt. | 

7 
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Der Ausdruck 3--V—-1g spaltet somit den Strahl OA in 
diesen Strahlenkegel. 

Es ist klar, dass die vorher 

figol gegebenen Definitionen in diesem 

- Falle keinen Sinn haben und es 
erscheint deshalb angemessen, die 

. wichtigsten Gröszen aufs Neue 
zu deuten. 

79. Zwei konisch spaltende 
Quaternionen. 9-+ VA g und 
4, +V-ig, sollen einander 

en gleich heiszen, wenn g—g, und 
g=qN“ 

Die Summe, die Differenz und das Produkt zweier konisch 
spaltenden Quaternionen wollen wir dadurch definiren, dass 
diese Gröszen bestimmt werden sollen, indem man VA als 
einen gewöhnlichen skalaren Faktor betrachtet; somit schrei- 
ben wir: 

„HvaNzıa +VAn)=ıtntVAl@Eg) (b. 201) 
VAN) ar An)=n-gHtVA (da tag‘) (. 202) 

Wenn man bei einem Produkte, welches drei oder mehrere 
Faktoren enthält, die Multiplikation wirklich ausführt, so zeigt 
sich, dass auch bei der Multiplikation konisch spaltender Qua- 
ternionen das associative Princip gültig bleibt. 

Der Reciproke eines konisch spaltenden Quaternions 

1 
GEW Ag 
“sei ein soleher, welcher mit dem Nenner g+YV 1 g', oder auch 
durch denselben, multiplieirt die Einheit ergibt. 
Setzen wir nämlich 





1 | a, 
Pte ha NE er 
so lässt sich hieraus schlieszen 


| atrVvÄAn)g+tYvAg)=1 


oder 


g, +VvAaga) et Vi N=hrien (b. 203) 
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Aus der ersten dieser Gleichungen kann gefolgert werden 
9, — gan —1l und 9, +4, =) 
und die zweite Relation dieses Systems ergibt 
1=—T 1a: 
wodurch nach Einführung dieses Wertes in die erste 


g+ır')an—=]1 
erhalten wird; somit ist 


5 Cam 


TH te 
und 
OR 
en 


Dasselbe Resultat hätte man aber auch aus der zweiten der 
Gleichungen. (db. 203) erhalten. 

Die Gleichung (5. 53) oder 

1 Ka 1 1 

Hr) atrrAgn) QGtrvAg)@tV—g) 
bleibt nun auch bei konisch spaltenden Quaternionen gültig. 
Denn die zweite Seite dieser Gleichung ergibt mit dem Nenner 
der ersten Seite (oder durch denselben) multiplicirt die Einheit. 

Nunmehr ist es ein Leichtes den Quotienten zweier konisch 
spaltenden Quaternionen zu deuten. Wir setzen nämlich fest, 
dass 


(b. 204) 


gt Vg 
ytVYAg Far HN ya 

Daraus ergibt sich dann wieder weiter, dass man Zähler und 

Nenner des so erhaltenen Bruches durch denselben konisch _ 

spaltenden Quaternion multipliciren kann. 
Nach der Gleichung (b. 205) ist noch 

cn +v- er En g : a u 


. (b. 205) 


ee = 


und hierdurch a für den reciproken des Ausdrucks g - Y—1g 
eine neue Form angegeben werden. Mit Hülfe der Relationen 
(bd. 203) fanden wir nämlich 


/ 
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BE NE hu ya. ER. > 
atvAg are NONE 
und dieses Resultat lässt sich nun auch darstellen durch 


1 MEERE { 
Br Eee FT RO OR b. 206) 
IV I GUT aa 
Bemerkenswert ist noch, dass die Gleichung 
1 I -V-q 





otvaAg GtVvAÄgd)g—vÄg) 
in der Quaternionenrechnung nicht dazu dienen kann aus dem 
Nenner das Symbol YA fortzuschaften. 

Aus der Gleichung (b. 206) entnehmen wir, dass dieser 
Zweck hingegen unmittelbar durch die Multiplikation von Zähler 
und Nenner des Ausdrucks 1: +V-1g) durch (J)"— 
— VY-ig! erreicht wird. Dieses Verfahren kann natürlich 
nun auch bei dem Quotienten zweier willkürlichen konisch 
spaltenden Quaternionen angewandt werden, z. B. 

IV eng) er 
tv Re“ 
Nee 
RI eh ee 
und hiermit ist der Quotient wieder in die Forın eines konisch 
spaltenden Quaternions geraten. 

Weiter definiren wir den Conju- 
girten eines konisch spaltenden Qua- 
ternions g- V—14g als die Grösze 
Ky+v-AKg; es ist hierdurch 
identisch 
K(ga+vV Ag)=KgtV —ıKg (0.207) 

Es ist ein Leichtes eine geome- 
74 trische Vorstellung des conjugirten 
Quaternions zu gewinnen. In der 
Figur 52 sei nämlich 

OB:0A=9, 00:0A=g), 

OB :0A= Kg, O0U:0A=Kjg. 

Bringt man durch B, B’ Ebenen 
PR senkrecht zu O0, OU bzhw. und 

beschreibt man in denselben um B, B’ 





—— 
—— 





Big, 32 2 





“ 
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Kreise, deren Radius 7.OC gleich kommt, so spaltet 9+ V 17 
den Vektor OA in den Strahlenkegel OBDE, Kg + vV1g) 
dagegen in den Strahlenkegel OB'D’E. 

Es bleibt nun der wichtige Satz in (5.54) ausgesprochen 
auch bei konisch spaltenden Quaternionen bestehen. Denn es ist 
Kir vAg)arVvAg)-K tn - da trvAgatgn) 

nach (b. 202) 

=Kan- IH) VAKgdatgg) 

nach (b. 207) 

—=Kgqg, Kg Kq/ Kg TV—1Kq,Kg+ 

—+V —1 Kg, Kg nach (b. 44) (b. 54) 

—=(Ky +YV—Kq) (Kyt v—i Kg) 
= Ku +vAgy)KatrV—ig) 

nach (b. 207) 

Den Skalar und den‘ Vektorteil eines konisch spaltenden 
Quaternions zu definiren, wählen wir die Gleichungen (b. 107) 
(d. 131) 

S=3(1+K), V=4(1—R), 

Es wird deshalb 
SH Vgl +VIg)+Kg+ Vi Ky)] nach (b. 207) 
—=3 [ge + Kg +V—i(g + Kg)] nach (b. 201) 
oder . | 

SV Var She: (b. 208) 
und ebenso | 
Vatrvzan)=Votv—AVg..... . (6.209) 

Hieraus ersieht man, dass der Grösze Y_1 Skalarcharakter 
zukommt. | 

Lassen wir weiter, indem wir unter g einen konisch spal- 
tenden Quaternion verstehen, auch die Relation (5. 51) 

gKg= Ty—= Ng 
gelten, so ist dadurch der Tensor und der Norm eines solchen 
Quaternions definirt. Es wird 
N+ VAgN=ITgHVAgNP=@+VAg) (Ko+VZiKg)- 
| —4Kg—g Kat V—i(gKg rg Kg) 
— Ng— Ng +2V -18(g4Kg) 
weil 
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S.4Kg = S.K(gKg) nach (b. 101) = S.y Kg nach (6.54). 
V.gKg = V.K(gKg)) nach (b. 120) = — V.g' Kg nach (b. 54) 
Die erhaltene Formel | 

Ng +vAÄg)=Ng—Ng +2V-1%(gKf). . (b. 210) 
ist dieselbe wie (d. 115), wenn man darin g durch Y-14g' er- 
setzt und YA als einen gewöhnlichen algebraischen Faktor 
betrachtet. 

Die Formel für den Tensor des Produktes zweier Quater- 
nionen bleibt auch bei konisch spaltenden Quaternionen be- 
stehen. Es wird nämlich 
Nat vg) rV—ig)— 

—Hv Ag\atvAg)R(gtVv—g)(g+V—ig,') nach (b.51) 
= VANgtV Ag )KatVv Ag )K(grV —ig’nach(b.54) 
= (+ VvAg)Ngat+Vv—g)K@tV—ig) nach (b. 51) 

= Ng +vAg) Ma tVv—ig) 

Nunmehr wird es auch leicht sein den Versor eines Qua- 
ternions der betrachteten Art zu interpretiren. Wir setzen 
nämlich 
ET A 
Ug+V-—1g) RE 

Und es lässt dieser Ausdruck sich leicht in einen solchen 
mit reellem Nenner transformiren. Denn nach dem Vorher- 
gehenden erhält man 


U rvAgN)=- 


. (b. 211) 


VAR a 
Ra A 
EEE ee 

| Tea)" reg] 

Es sind durch diese Definitionen die Grundformeln aufrecht 
erhalten und es gelingt leicht nachzuweisen, dass jede ein- 
zelne Formel, welche die hier definirten Gröszen enthält und 
in diesem Abschnitte für gewöhnliche Quaternionen bewiesen 
ist, auch gültig bleibt, wenn man darin dieselben durch konisch 
spaltende Quaternionen ersetzt und auszerdem V—-1 als einen 
gewöhlichen algebraischen Faktor betrachtet. 

Ist es, der Deutung wegen, angemessen die Namen » Vektor- 
kegel” und »konisch spaltender Quaternion” zu wählen, der 
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Algebra gemäsz werden wir doch häufig « einen reellen, V Z1ß 
einen imaginären, «+ V 1 ß-einen complexen Vektor nennen 
mit analogen Bezeichnungen bei den Quaternionen. 

Schlieszlich sei erwähnt, dass Hamitron für die Symbole 

et Vv-Aiß, atVZg 
die Namen Bivektor, Biquaternion vorgeschlagen hat. 

80. Quaternionen kommen in der Natur häufig vor; wir 
brauchen z.B. nur an die Lichterscheinungen zu erinnern. Wenn 
eine Lichtbewegung mit bestimmter Richtung und Geschwin- 
digkeit sich ausbreitet, so kann man einen Vektor x construirt 
denken derart, dass Ux in die Richtung der Fortpflanzung 
fällt und 7x der Geschwindigkeit der Fortpflanzung gleich 
kommt. | | 

Stöszt diese Bewegung an ein andres Mittel, so werden 
Fortpflanzungsrichtung und Geschwindigkeit geändert und es 
kann ein zweiter Vektor 8 construirt werden, welcher für das 
zweite Mittel dieselbe Bedeutung hat wie x für das erste. 

Die Wirkung des zweiten Mittels ist somit die Überführung 
des Vektors x in 8 und man kann daher sagen, das zweite 
Mittel habe wie ein Quaternion operirt. 

Es sei © der Einfallswinkel, 
r die Neigung des Strahles gegen 
das Lot beim Austritt, der ein- 
fallende Strahl BO sei z, v und 
 v die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten in den beiden Mitteln, 
ge ein rechter Versor in der Ein- 
fallsebene, dessen Drehung von 
AO nach OC erfolgt, so ist zu 
setzen 





_! los — r) — sn —r).e]&... . (b. 212) 


wozu noch kommt 
sin ® ® 


sin r v 


Der Quaternion 8:x erscheint hier als Funktion des Skalars v. 
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Wie Hamıtton dargetan hat, liegt bei doppelbrechenden 
Krystallen die Möglichkeit vor, dass unter gewissen Umständen 
ein einziger auffallender Strahl in einen Strahlenkegel zweiten 
Grades gespalten wird. Es ist dies die Erscheinung der koni- 
schen Refraction. Man kann somit sagen, ein doppelbrechen- 
der Krystall könne wie ein konisch spaltender Quaternion 
wirken. 


PRODUKTE VON VEKTOREN. 


81. In Art. 57 haben wir gezeigt, dass die Summe und die 

Differenz zweier rechten Quaternionen durch die Summe und 
die Differenz der Indices derselben bestimmt wird und dass das 
Quotient zweier rechten Quaternionen dem Quotiente der Indices 
gleich ist. 
- Das Produkt zweier Vektoren ist bisher nicht definirt 
worden. Hanıtton hat diesen Umstand benutzt, ein solches 
Produkt zu deuten als das Produkt der rechten Quaternionen, 
deren Indices jenen Vektoren gleich kommen. 

Es ist dies ein sehr wichtiger Schritt für die Lehre der hier 
betrachteten Operatoren gewesen. Denn es wird dadurch ermög- 
licht, bei allen vorkommenden Operationen (Addition, Sub- 
traction, Multiplikation, Division, Potenzirung) die Vektoren 
durch rechte Quaternionen und umgekehrt zu ersetzen. 
 Demgemäsz werden wir im Folgenden mehrmals die Benenn- 
ung Vektor benutzen, wo der Vektorteil eines Quaternions, 
ein rechter Quotient, damit gemeint ist. 

In gleicher Weise wird man häufig die Symbole :, 7, k, 
welche wir im vorigen Abschnitte ausführlich behandelten , 
nicht als ein System rechter Radiale, sondern als ein System 
unter sich rechtwinkliger Einheitsvektoren bezeicnnet finden. 

Es wird damit gemeint, dass dieselben als die Indices der 
drei rechten Radiale betrachtet werden. 

Der Kürze halber wollen wir noch eine neue Schreibweise 
einführen; den rechten Quotienten r, dessen Index « ist, wollen 
wir mit I! bezeichnen. 
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Durch die von Hanmıvron aufgestellte Definition ist sodann 
EVER — 1a a (30 Te (81) 
82. Beschäftigen wir uns zunächst nur mit dem zwei Fak- 
toren enthaltenden Produkte zß. 
Es sei in der Fig. 54 
Be A OA=a, OB=R.. 
| Wir denken zwei Ebenen 
angebracht senkrecht zu 
OA, OB bzhw. Dieselben 
mögen sich längs OM 
7 schneiden, so ist OM 1OA 
und +LOB. In diesen Ebenen. 
seien OU, OD senkrecht 
zu OM gezogen, so liegen 
die Geraden OA, OB, OC, OD sämtlich in einer zu OM 
senkrechten Ebene, und 
ZIAOB=ZCOD 
T.OM sei willkürlich. Es können dann stets T.OC, T.OD derart 
bestimmt werden, dass 
T.0OC:T.OM=T.OA, TOD: T.OM=T.OB... (e2) 


Es sei nun 





NOCH TERIEOD 
| = om 7 Peom 

Das Produkt xß zu bestimmen, müssen wir noch [18 auf 
den Zähler OM reduciren. Dazu soll DO verlängert werden zu 


OD’, und 


Te 


TOD: 7.OM==Z.0OM: TOD, (c. 8) 


angenommen werden. Es wird dadurch I8=0M:0OD’ und 
00 OM 006 
aeg er 
EN OM> ODE OD! 


Wenn man nun den Vektor BO verlängert nach B’, so ist 
ZAOB =r— ZAOB=r — ZCOD= ZCOOD;; 
und bestimmt man noch 7.OB’ derart, dass 
T.OA : T.OB = T.00: T.OD’ 
so kann man statt des Quaternions 00:0D’ auch OA :OP 
nehmen und erhält dadurch 


@ß=0A:0OB =a:0B. 
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Den in dieser Weise erhaltenen Vektor OB’ nennt HamıLron 
den Revektor des Vektors 8 und man bezeichnet denselben 
mit Rß. Es wird somit 
Bas ER a ae... Ver: (c. 4) 
Diese Gleichung spricht die Definition eines Produktes zweier 
Vektoren bei Hamıtron aus. Der englische Mathematiker zeigt 
dann weiter, dass «8 dadurch auch als das Produkt zweier 
rechten Quotienten, deren Indices x, ß sind, gedeutet werden 
kann, und erst bei Produkten, welche drei und mehr Faktoren 
enthalten, wird die am Anfang des vorigen Artikels gegebene 
Definition aufgestellt. Wir haben vorgezogen dieselbe voran zu 
setzen. | 
Betrachten wir den Revektor von ß etwas näher. 
Wie unmittelbar aus denı Vorhergehenden ersichtlich , ist 
TTS U RE AD TEE (c. 5) 


und weiter ist 


_(T.OA)(T.OD) _(T.OA) (T.OD) 





TR@ = T.OB 700 = (TA) (TOM) nach (c. 2) = 
— En nach (c. 3) — - nach (c. 2) 
oder kurz 

RR 

Bra Te BREIT (c. 6) 

Durch Verbindung dieser Resultate wird deshalb 

URß 

RB == Tg Des er ee Ga (c 7) 


Aus (c. 7) erhält man leicht 
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BRe—- ach (c. 5) (ce. 6)= TBUB—=P. (ce. 8) 
TB 


oder in Worten: der Revektor eines Revektors ist der ursprüng- 
liche Vektor. 
Mit Hülfe der Figur 55 lässt sich weiter der Satz beweisen: 
Die Verbindungsgerade der Endpunkte der Revektoren zweier 
Vektoren @=0A, ß=OB ist parallel der Tangente, welche 
in OÖ an den um A OAB beschriebenen Kreis geht. 
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Es sei 
ON Ra, OB=.ARß, 

so ist 
T.OA’: T.OB = ee 


Demnach ist 

A OAB cn A OAB 
und dadurch 

ZI BA FZZ)BA: 
Wenn O0 die Tan- 
gente in CO ist, so 
wird 
ZBOC=ZÜU0B= 

— ZOAB 
und deshalb 
ZOBA=ZB0G3 


oder 





AB //OO, 
wie zu beweisen war. 
83. Das Symbol «#”, oder die Potenz eines Vektors, wird in 
derselben Weise gedeutet wie das Produkt. Man erhält dem- 
nach, wenn man die Gleichung (db. 188) berücksichtigt 


N del — li), [cos (n 5) —+- sin (n a) 0 | el) 
wo ÜUx« einen rechten Radıal in th: Ebene senkrecht zu & 
bedeutet. 

Für einen rechten Radial e erhalten wir somit die merk- 


würdige Formel 
&* = (08 (n 5) —- sin (" 5) ns, 


Nehmen wir speciell n= — 1, so wird 
Ua 
mer 
a er (#10) 


und ein Blick auf die Gleichung (c. 7) zeigt unmittelbar die 
Identität der Symbole 2.2! und Ra. Nach Art. 73 ist «=! 


identisch mit N und daher wird 


Mit dieser Bezeichnung geht nun die Gleichung (ec. 4) über in 
& 
«ß= &: 1.8! oder = 18° 
Indessen wird gewöhnlich geschrieben : 
a er oder = 
indem in der zweiten Seite dieser Gleichung unter « ein rech- 
ter Quotient verstanden ist. 

84, Eine merkwürdige hierbei anschlieszende Transformation 
ist auch die nachstehende bei der in Art. 52 angegebenen Be- 
deutung der Gröszen j, k, während s Skalar ist: 

IE I (e.s117) 

Denn nach dem Vorhergehenden ist 


rule) nl) ]=re() ld) 
tee] 


—j’k. 
Es lässt sich hieraus noch folgern, dass 
al a. N: (es1157) 
für jeden willkürlichen Skalarwert von s. 

85. Wenn g ein willkürlicher Quaternion ist, so kann der- 
selbe stets auf die Form «&° gebracht werden, wo z ein rechter 
Quotient und ? ein positiver Skalar ist. Denn wenn die Gleichung 

I: % 
stattfinden soll, so ist nothwendig, dass 





Ax.g = Ax.a!, 29 Latin, 
Die erste dieser Gleichungen erfordert nur, weil t immer 

positiv ist, dass der Vektor & mit Ax.g der Richtung nach 

zusammenfällt. Nach der zweiten Gleichung ist 

2249 

Fir 

und nach der dritten schliesslich 


I (Tg)! = Tgt. 


In >10 


t>= 
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Es erhellt hieraus, dass x und t eindeutig bestimmt werden, 
und dass der Wert von £ stets zwischen 0 und 2 enthalten 
sein wird. 

Für t=0 ist Zg=(, somit ist g ein positiver Skalar; in 
diesem Falle verliert die Transformation g — «' seine Bedeutung. 
Für t=2 ist Zg9=r, somit ist g ein negativer Skalar und 
die Ebene des rechten Quotienten ist wie im vorigen Falle un- 
bestimmt. 

86. Die wichtigsten Formeln der Vektorenmultiplikation 
lassen sich unmittelbar den Artikeln 53 und flg. entnehmen. 
Es seien dieselben in der neuen Bezeichnung kurz wiederholt. 
Nach (b. 74) wird, wenn « in dem Sinne eines rechten Quo- 
tienten genommen wird 














Kr (era), 
Nach (b. 75) ist zB LK BRETT al ae (e. 13) 
Nach-Xb..146) ist 1 Saß (dB ao) (e. 14) 
Nach (b. 147) st Voß (aß Ra) (e. 15) 
Nach (b. 148) ist ER a N ET SC DR (e. 16) 
Nach (b. 47) ist RO ee BR ae > (e 17) 
Nach (. 91) st (BY)e=Batya. .uesan ce. (c. 18) 
Nach. (b. 92) 186.5 (BE) RB a ee (c. 19) 


Nach (d. 93) st @ + Bß+Yr+.)(« +P+Yy+.)—=:rae (c. 20) 
wobei das Zeichen Z bedeutet, das jede der Gröszen «, ß, 
Y... durch jede der Gröszen «', ß', y’... multiplicirt werden 
soll; die erhaltenen Produkte addire man. 

Wir wollen nunmehr die bei dem Produkte zß vorkommen- 


den Gröszen mit denen bei = vergleichen. Aus (c. 4) oder 


ß 
aß — OA: OB 
und 
| «:8=0A:OB 
folgt unmittelbar | 
Ax. aß — — Au. E 


8 


& 


s ZB=r— Lg 


eo. 21) 


aD — nase TOBIT 2 See 6 
Deshalb wird 
aß — Trß.Uaß= — Taß U TERN (e. 
Saß = Taß. cos Zaß—= — Ta TR 000 27 ENDEN ae: (@ 
und weiter 
ge 
Saa=— NB 7,00 23 =— NBS7 N (e. 
Veß — V.(72 78 UV.aß) = Ta Tß VUeaß— 
TE Kur, EN (c. 
und weiter 
BRENNEN: 
: ren Nr & 
Aus (c. 24) lässt sich noch schlieszen: 
Wenn 2 41 ß, so ist Saß=0 ...... (c. 
und es ist in diesem Falle weiter 
«Bß = Vaß —= — Vßa—= — Ba nach (c. 16) 
Umgekehrt | 
| wenn ©&.28=0, so musz auch z2Lß.... (ec. 
denn es ist sodann nach (c. 24) 
& 7 
La=5 
Aus (c.27) kann in gleicher Weise geschlossen werden: 
Wenn «/ß, so it Veaß—=0 ...... (c. 
Denn es ist in diesem Falle 3 = Skalar und 7 — (, 
Es wird sodann weiter 
aß =— SB BE Sß« m Ba. 
Umgekehrt 
wenn Veß=0, so ist z// By. :*...% (c. 
Denn nach (c. 27) ist sodann auch 70 ren} a 


29) 


30) 


31) 


ıst 
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skalar, oder & und @ müssen der Richtung nach zusammen- 
fallen. | 
Aus (c. 25) und (c. 27) erfolgt durch Addition: 


2a=— NB.(S% + v2)=— 18.2. "2, K(e. 32) 


und dieselbe Gleichung hätte auf einen anderen Weg erhalten 
werden können, wie weiter erhellt. Aus (c. 26) geht hervor, 
indem man beachtet, dass der Tensor nicht negativ sein kann, 


TVEBE TI S Lu AUR, TE TR Ein 2 nach (b. 128) 
oder 
TVaß—2 Inhalt des Dreiecks OAB . . . . (c. 33) 


wenn man das Zeichen dieses Flächeninhaltes nicht beachtet. 

Zum Schlusze dieses Artikels betrachten wir noch das wich- 
tige Symbol a2. 

Nach (5. 130) ist 

a = Na el u) re (c. 34) 

Die Anwendung dieser Formel gestattet in vielen Fällen Ver- 
einfachung. Mit Hülfe derselben hätte z.B. auch die Relation 
‘(c. 32) sehr einfach erhalten werden können. Es ist nämlich 
aß — aßT"ß? nach (b. 197) 

— B’#ß!, weil 8? skalar ist, 

— — Nß.»ß-" nach (c. 34)— — NB.7 

87. Wir gehen weiter zu denjenigen Vektorenprodukten über, 
welche drei Faktoren enthalten, wie zßy. 

Aus der Gültigkeit des associativen Prineips bei der Multi- 
plikation willkürlicher Quaternionen schlieszt man, dass auch 
hier 


nach (d. 196). 


Br =a.ßBy=aßYı een (c. 85) 
Wir erhalten zwei sehr wichtige Formeln, indem wir S.28y 
und V.aßy näher in Betracht ziehen. Es steht hierbei dann 
S.28y statt S(z@y), und wir wollen im Folgenden mehrmals 
diese Abkürzung benutzen, wie wir auch schon gelegentlich 
wohl taten. Es ist 
S.2ßy = 8.2.(Sßy + VRr) = 8.2Sßy + 5.2 Vßy nach (b. 109). 
Weil z ein rechter Quotient ist, so wird dasselbe von «Sy 
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gelten. Deshalb musz das erste Glied des erhaltenen Resultats 
verschwinden. Es wird demnach 


SEO SAN By. ee re (c. 35*) 


und die zweite Seite dieser Gleichung kann nach (c. 24) um- 
gestaltet werden. Dadurch wird 


S.2ßy = — Ta. TVßy cos Z EL — Ta. TVßY. cos (m en) 


In Art. 79 fanden wir, dass 
8x ein Quaternion in der Ebene 
der Vektoren ß, y ist; es ist 
demnach Vßy ein rechter Quo- 
tient in dieser Ebene, und 


Pas Ad wird der Winkel sein 
& 


zwischen « und der senkrechten 
zur Ebene BÖÜC ((A=x, 
OB=ß, 0C=y vorausgesetzt). P? 


Weil weiter 





Bg 56 


z— 


Ax.Vßy — Ax.ßy nach (db. 117) —= — Aa. nach (ce. 21) — 


Lil Aa 5 nach (b. 8) 


so wird in der Figur 56 
| OP — Ar. VPy 
sein und deshalb ist 


Weiter wird nun Tx cos ZAOQ die Höhe des auf #, ß, y 
construirten Parallelepipeds darstellen und nach (c. 33) ist 
TVßy — Flächeninhalt Parallelogramm BOC. 
Man erhält demnach schlieszlich 
S.28y = Volumen Parallelepiped OABC. 
Wenn jedoch in der Figur 56 die Vektoren 8, y umge- 


tauscht würden, so wäre 
8 
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a 
2 7 = 2100 


und 

Te cos (7 — L 2 ) 
wäre die negativ genommene Höhe des Parallelepipeds. Somit 
hätte man auch erhalten 


S.28y = — Volumen Parallelepiped OABC. 


. Die erhaltenen Resultate lassen sich vereinigen zur nach- 
stehenden Formel 


S.28y =+ Volumen Parallelepiped OABC.. . (c. 36) 
und es musz hierbei das obere oder das untere Zeichen genom- 
men werden, je nachdem die Drehung von 8 nach y, von 
der Seite, wo der Vektor & liegt, aus gesehen, negativ oder 
positiv erscheint. 

Es wird deshalb $S.2%% verschwinden, wenn die Vektoren 
&, 8, y in einer Ebene enthalten sind oder in Zeichen 
Saßy—=(0 wenn a, ß,Yy |||, und umgekehrt. . (c. 37) 
Man kann weiter schliessen 
S.2By = 9.2(8y) = S.(Py)® nach (b. 153) = S.ßya. . (c. 38) 
oder in Worten: Bei einer cyclischen Umtauschung der Faktoren 
in einem drei Faktoren enthaltenden Produkte, bleibt der Ska- 
larteil ungeändert. Man kann aber auch wie nachstehend trans- 
formiren 
S.a8y = 8.2 Vßy nach (c. 35*) = S.2a(—Vyß) nach (c. 16) — 
Se. B = —SarBß....:... han. (c. 39) 
oder in Worten: Bei acyclischer Umtauschung der Faktoren in 
einem drei Faktoren enthaltenden Produkte ändert sich das 
Zeichen. I 
Wir gehen weiter zum Vektorteil über 


V.aßy = V.a(Sßy + VRy) =asßy + V.zVRr, 
weil «Sßy ein Vektorteil ist. 
Man erhält jedoch nach (c. 15) 
V.aVßy =: [2 Vßy — (VRy)e] 
und es ist identisch 
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0—$[2Sßy — (SBy)a] 
Durch Addition wird somit erhalten 
V.zaVßy =4(aßy — Bye) nach (c. 18), (c. 19) 
oder 
V.Vßy = 1(aßy 4 Bay — Bay — Bye) 
— 3 [(2ß + Bx)y — ß(ay 4 ya)] nach (c. 18), (c. 19) 
und zuletzt nach (c. 14) 
V.zV By =YySaß — BSya ı. nee (c. 40) 
Indem man dieses Resultat in den für V.zßy erhaltenen 
Ausdruck einträgt, erhält man 


V.aßy = aS.ßy — BS ya +yS.aß.. ... (c. 41) 
Die Vektoren unter dem Zeichen S sind hierin commutativ. 
Es folgt aus der zuletzt erhaltenen Gleichung unmittelbar 
re Ta A (c. 42) 
88. Zu den drei vorigen Vektoren sei jetzt noch ein vierter 
p in Betracht gezogen. Unser Ausgangspunkt sei die Gleichung 
(c. 40). | 
Wenn wir in derselben & durch Vxp ersetzen und der Kürze 
halber | 
V.VapVRßy anstatt V(Var.VPy) 
schreiben, so erhalten wir 
- V.VapVßy =YyS.ßBVar—BS.y Vap 
— yS.ß2p— BS.yap, weil 8S2p und ySxp Vektoren sind 
oder nach (c. 39) 
V.VaprVßr = —-ySaßp—BSYap ...... (c. 43) 
und 
V.Vßy Vap = BS.yap + YS.2ßp 
weil nach (c. 16), wenn in der ersten Seite Vßy, Vaxp umge- 
tauscht werden, das Zeichen geändert werden musz. 
Es ist jedoch auch, indem man die Gleichung (c. 43) auf 
V.Vßy Vap anwendet 
V.VßyV xp = — pSßay — aSpßy 
— pS2ßy — aSßyp nach (c. 38) (c. 39). . (c. 44) 
Aus der Verbindung der Gleichungen (c. 43) (c. 44) mit ein- 
ander entspringt die Formel 


Say = as.Bßyp + BS.yap +yS.aßı. .:. . (c. 45) 
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eine Relation, welche gestattet einen willkürlichen rechten 
Quotienten mit Hülfe dreier gegebenen rechten Quotienten aus- 
zudrücken. 

Nimmt man von den beiden Seiten der erhaltenen Gleichung; 
die Indices, so müssen dieselben nach (5.81) auch einander 
gleich sein; und weil nach (b. 82) 

I.pS(#8y) = Ip.82Py , 
so ersieht man, dass in der Gleichung (c. 45) die nicht unter 
dem Zeichen S stehenden Vektoren ebenso gut als Vektoren 
wie als rechte Quotienten betrachtet werden können. 

Es ist dies auch mit einem in ersten Abschnitte erhaltenen 
Resultate im Einklang. | 

Denn wenn wir die Gleichung (c. 36) beachten, so lässt sich 
(c. 45) auch in die Gestalt schreiben (wobei OP =, angenom- 
men ist) 

p Vol. Ppd. OABC = Vol. Ppd. OBOP + 8 Vol. Ppd. OOAP + 
+ y Vol. Ppd. OABP, 

und dieses Resultat stimmt ganz mit der Gleichung (a. 36) 

überein. 

Aus der Relation (c.45) kann noch eine andre hergeleitet 
werden. 
pS8.2.ßy—aI.p VBßYy + BS.Vya-yS.pV&ß, nach (c. 35*), (d. 153) 

a2 za Pıg Arne: Ka ven) Vaß.p 
nach (c. 14) 
— z(pVßy + BpVya + YpVap) +4 [al —yP) + 
I Blya a) la et nach (c. 15) 
—z(arV By + RpVya + rPVeß) +4 ler -YR)e + 
+ (re ay)B + (eR— Ba)y]p 
4(apV By +RoVya+rrVap) +4 VRy.ap + 
+ Vya.ßo + Vxß.yp nach (c. 15). 

Operirt man jetzt an die beiden Seiten der erhaltenen Glei- 
chung mit dem Symbol V, so bleibt die erste Seite ungeän- 
dert; indem man jedes einzelne Glied der zweiten Seite nach 
Formel (ec. 41) behandelt, erhält man 


pS.2ßy = Bar. V By + Sßp.Vy@ + Syp.Vaß. . . (c. 46) 
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Dieselbe Formel hätte auf einfachere Weise erhalten werden 
können. 
Gesetzt es sei 
pSaßy =aVEy +yVya+2zVaß, 
so gilt es hieraus x, y, z zu bestimmen. Indem man die beiden 
Seiten dieser Gleichung mit x» multiplieirt und nachher den 
Skalarteil nimmt, wird 
Sar.S2ßy — 08. Vßy + yS.aVya + 28V aß 
— ıSaßy. 
Denn | 
S.2 Vya = S.(Vya)a = S(ya.a) = Sya? = x’Sy, 
weil x° eine skalare Grösze ist, und der letzte Ausdruck ver- 
schwindet, weil y ein Vektor ist. 
In gleicher Weise ist 
S.2Vaß = S.a(aß) = Sa?f — a5 —=0. 
Es ist somit 
2= Soap; 
In analoger Weise erhält man 
y—Sßo, 2 Sy. 

Aus der Gleichung (c. 46), wo p ein willkürlicher Vektor ist, 
lässt sich noch schlieszen,, dass die Bedingung der Complanarität, 
S.aßy = 0 

auch wie nachstehend geschrieben werden kann. 
Sap Vßy + SßeVya + SypVaß—=0, wenn a, ß, yli| . (ce. 47) 
89. Einige anderen Formeln mögen hier noch Platz finden: 


1% Say = 1 (aßy — yßa) | 
N a (c. 48) 
S.28By = 8.2 Vßy nach (c. 35*) 
—1[2Vßy +(VBy)e] nach (c. 14) 
1[&Vßy—(Vyß)z] nach (ce. 16) 
+ [«(By - SPY) (rR —-SrP)e] 
— + (aBy —rPe) 
V.aßy = aßy — S.aßy = 1 (aßy + yBe) 
Ein allgemeinerer Beweis ist der nachstehende: 
K.aßy = K.alßy) = Kßy.Kx nach (b. 54) 
—=yß.—a nach (c. 13), (ce. 12)= — yPßa 


I 
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und deshalb 
Saßy =4(1+ K)aßy = + (2ßy — Ye) 
V.aßr =ı (1 — K)apßy = eek 
20, S.eßyd — 4 (aßyI + Iy ße) (c. 49) 
V.aBy3 = 3 (aßy3 — 8y Pe) Al 


Denn es wird 
K.2ßy3= K3.Ky.Kß.Kx nach (b. 54) 
—=—-9.—y.—ß.— x nach (c. 12) 
—=dyPßa 
und dadurch wird die Richtigkeit der Formeln (c. 49) ein- 
leuchten. 

Es kann hieraus auch leicht eine allgemeine Regel gefolgert 
werden für die Skalar- ‘und Vektorteile der Produkte von 
Vektoren, je nachdem dieselben eine gerade oder eine ungerade 
Zahl der Faktoren enthalten. 

30%, Bisweilen können die nachstehenden Formeln Nutzen 
gewähren: 

Say = Sr B—=SYBRI..: 22... (c. 50) 

Denn es ist | 

S.0.8y3 = 8.2 Vßyd = 8.2Vdyß nach (ce. 42) = S.28yß 
S.28y8 — S.(Vaßy)d = S.(Vyßa)d nach (c. 42) — S.yßad, 
Weiter ist 
S.uBßy3 = S.Byda = S.ydaß — S3ußy CHEN 
oder eyclische Umtauschung der Faktoren ist gestattet. 
Denn 
S.28y3 = S.x(ßy3) = S.(Byd)x nach (b. 153) = S.ßy3a. 

Durch die Anwendung dieser Formel auf die in (c.50) er- 
haltenen Beziehungen kann man neue Umtauschungen erhalten, 
doch wollen wir nicht näher darauf eingehen. 

4%. Im Vorhergehenden fanden wir die allgemeine Formel 
(c. 44) für den Vektorteil des Quaternions Vzß.Vy3. Wir wol- 
len nun auch den Skalarteil dieses Ausdrucks transformiren. 
Es ist 

S.Vaß Vy3 = S.aß A weil SzßVyd ein Vektor ist, 


Zug? = nach (c. 15) 
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‚ser + rB)) — rd — ap9y 
2 
— se(Br Por) n Au wall nach (c. 50) 
4.28y3.I3 — 8.2,898.Y 
2 





= $ 
— SHYßBSa5 — SIRBSaY 


oder kurz 
S.VaßVy3 — Sa8Sßy — SaySßd ..... (c. 52) 
5°. Aus (b 134), angewandt auf den Fall De der folgt 
unmittelbar 
(SEB —Mef)=atl? ...:.:. (c. 53) 
Denn es ist 
(T.2B)= (22.78)? Tae’7B? = — 2?.— 8? = a?ß?. 

Dieselbe Gleichung hätte natürlich aus (c. 14) (c. 15) erhalten 
werden können 
(SB)? — (V zB)’ = (SB — Vzß) (828 + Vaß)=(K. nn — 

— Baaß = Ba’B — a’pß — a’ß?. 

Es ist auch leicht mit Hülfe der gefundenen Formeln zu 
zeigen, dass /Vxß ein zu & und ß senkrechter Vektor ist, 
wie wir schon aus dem Vorigen wissen, weil z2@ ein Quater- 
nion in der Ebene der Vektoren x, ß ist und somit auch 
Vxß ein rechter Quotient in dieser Ebene. /Vxß ist deshalb 
senkrecht zur Ebene der Vektoren &, ß. 

Der andere Beweis ist der nachstehende 
S.(2IVaß) = S.2Vaß der Bedeutung nach 

— S.2(2ß) = Sa?ß = a?Sß = 0 
S.(8IVxß) =S.B Vaß = S.(Vaß)B = S.(aB)B = S.2B? = BISE—V. 

Nach (c. 29) schlieszt man hieraus Vaß 4 a und 1. 

90. Es erübrigt noch das Produkt eines Vektors mit oder 
durch einen Quaternion zu deuten und wir wollen allgemein 
setzen 

RL za RETTEN TE (c. 54) 
d.h. in einem solchen Produkte soll der Vektor durch den 
rechten Quotienten ersetzt werden, dessen Index dem Vektor 


gleich kommt. 
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Im Artikel 28, Gleichung (b. 2), fanden wir schon Gelegen- 
heit einen Ausdruck von der Form ga zu deuten. Es konnte 
diese Deutung jedoch nur einen Sinn haben für den Fall, wo 
der Quaternion g an den Vektor x operirte, wo deshalb g mit 
& complanar sein muszte. 

Sehen wir zu, ob wir durch die in der Gleichung (c. 54) 
ausgesprochene Definition nicht mit jenem Artikel in Wider- 
spruch geraten sind. 

Es sei, dies zu untersuchen, in der Figur 57 

OA=a, g=0OB:0A, somit OB=ga nach Art. 28. 
Nehmen wir nun weiter den Ausdruck gz in dem durch (c. 53) aus- 
gesprochenen Sinne. & ist sodann 
fig.5 l E als ein rechter Quotient in einer 

C Ebene senkrecht zu OA zu be- 
trachten. Es sei OC die Durch- 
schnittsgerade der Ebene des Qua- 
ternions g mit der Ebene des 
rechten Quotienten &; weiter sei 

00:0D=a, 
womit zugleich angenommen ist, 
dass 





OD _OC und _L OA. 


Construirt man noch in der Ebene 
OCA den Vektor OE derart, dass 
OE:00=;g, 
so erhalten wir 
OLE O0OSEDE 
23/57. 00-00. .0D; 

Somit ist g@ ein rechter Quotient oder auch in dem vorher 
erörterten Sinne dessen Index. Wir wollen noch zeigen, dass 
OB dieser Index ist. Denn es ist, weil OO, OE, OA, OB com- 
planar sind und weil 

OE:00=g, OB:0A=yg 
auch 
ZOOE=_ZAOB, 


somit 
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ZEOB= 5: 
Es ist aber weiter 
T 
ZDOB= DE 


somit ist OB senkrecht zur Ebene des rechten Quotienten ga. 
Von B aus gesehen erscheint die Drehung von OD nach OHR 
positiv. Endlich ist noch 





| BerdR TOR BORSLOD 
— T.OE: T.OD. 


Weil nämlich 
20030 
so ist 
T& oder T.OA= T.OC: T.OD. 
Und aus diesen Beziehungen geht hervor, dass OB der 
Index des Quotienten OB: OD ist. 

Somit sind die in Art. 28 und die hier gegebene Deutung 
des Ausdruckes g«, für den Fall g|||&, mit einander im Ein- 
klange, 

91. Eine Formel, welche bisweilen Nutzen gewährt, und 
welche hier Platz finden möge, ist 
Ss? + (id? +(Gd°+ Ad Ng .. (c. 55) 
wo der Quaternion g willkürlich sein kann. 
Schreibt man nämlich 4 in die viergliedrige Form 
so wird 
Sy=u, y=—aı, W=—y,Sy=—2, 
somit ist die erste Seite der Gleichung (c. 55) identisch mit 
w+ 224 y”-+ 2° oder mit Ng nach (d. 161). 
Wenn specieller statt y ein Vektor p gewählt wird, so geht 
die vorige Gleichung über in 
(Si)? + (SG? + (= M—=—p*. . . . (6.86) 
und es ist dies die zumeist sich vorfindende Form jener 
Gleichung. 
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92. Wie schon in Art. 78 erwähnt, können bei allen vor- 
kommenden Operationen die Vektoren durch rechte Quaternionen 
ersetzt werden und umgekehrt. 

In gleicher Weise kann man, wenn eine Gleichung zwischen 
Vektoren gegeben ist, in derselben. die Vektoren als rechte 
Quaternionen betrachten und umgekehrt. Nach Gleichung (b. 81) 
nämlich kann man aus der Gleichheit der Quaternionen zu 
derjenigen der Indices, d. h. der Vektoren, schlieszzen und 
umgekehrt. 

Dieses Princip wollen wir in den nächsten Kapitteln mehr- 
mals anwenden ohne es ausdrücklich hervorzuheben. Wir über- 
lassen sodann dem Studirenden jedesmal zu schlieszen, wo wir 
von den Indices auf die rechten @notienten oder umgekehrt 
übergegangen sind. Bei einigen sehr wenigen Beispielen werden 
wir dies angeben. 


EINIGE GEOMETRISCHEN ÖRTER. 


93. Im ersten Abschnitte fanden wir, dass geometrische 
Örter dadurch dargestellt werden, dass ein Vektor p als Funk- 
tion zweier oder dreier Vektoren und einer oder mehrerer 


Skalargröszen u, v,.... erscheint. 
Den Vektor x wollen wir den abhängigen Veränderlichen , 
die Gröszen u, v,.... die unabhängigen Veränderlichen nennen. 


Die in den beiden vorigen Abschnitten eingeführten Gröszen 
und die daran geknüpften Betrachtungen setzen uns nunmehr 
in den Stand auch ohne Zuhülfenahme unabhängig veränder- 
licher Skalare geometrische Örter darzustellen und wir wollen 
im Folgenden einige einfachen derselben näher ins Auge 
fassen. 


94. In Art. 20 ergab sich, dass mit 





bei veränderlichkem u eine Gerade, die Verbindungslinie der 
Endpunkte der Vektoren x, 8, bezeichnet wird. Man erhält 
daraus 
(1+up=x-uß 
oder 
pw=x-uß 
u -—)=r—?. 
Es sind hierin &, 8, pe als Vektoren: zu betrachten. Doch 
wird die Gleichheit auch bestehen bleiben, wenn man 2, ß, p 
als rechte Quotienten auffasst nach (d. 81) (d. 82). Indem in 
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diesem Falle beiderseits mit Bar multiplieirt wird, erhält 


man 








Die zweite Seite ist ein Quaternion, und derselbe muss dem 
Skalare — u gleich sein; es folgt daraus unmittelbar, dass die 
nachstehende Relation gültig sein musz 

p— a 
ee ee (d. 3) 

Umgekehrt kann aber auch (d.1) aus (d.3) zurückerhalten 
werden und somit stellt die letzte Gleichung, ebenso gut wie 
(d. 1) die Verbindungsgerade der Endpunkte der Vektoren x, ß 
dar. Versuchen wir dieses Resultat unabhängig von dem Vor- 
hergehenden zu deuten; mit Hülfe der Figur 58 gelingt dies 
leicht. 





Es sei 
Fi6,58 A —=0OP, —=0A, ß=0B, 
und dadureh 
C AP=,ı— a, BP=p7—B. 


Die Gleichung (d. 3) sagt aus, dass 
die Vektoren AP, BP entweder gleiche 
oder entgegengesetzte Richtung haben, 
und dies kann nur der Fall sein, 
4 wenn P auf der Geraden AB liegt. 

Es kann der Gleichung (d. 3) auch 
eine andere Gestalt erteilt werden. Denn es folgt aus (d. 3), 
dass 


0 





v(' Er 1)- 0 nach (b. 137) 








\r—Bß 
oder 
B— 
V —i. 
al CHE 
Nun musz aber auch weiter 
ß— a y 


sein. Indem wir einen neuen Vektor 
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SE ß — WET 00 — AB 

einführen, ersehen wir, dass 
ale, 

2 
eine Gerade darstellt, welche durch den Endpunkt des Vektors 


8 parallel zu x gezogen wird. f 
Man hätte die Gleichung (d. 3) noch auf andre Weise un- 
mittelbar als Gleichung einer Geraden erhalten können. 
Denn 
TV — (BE — 
ist nach (c. 33) dem Flächeninhalte des Dreiecks PAB gleich. 
Nach unsren Voraussetzungen soll aber dieses Dreieck ver- 
schwinden, und es musz somit po der Gleichung genügen: 
ARE NE a AU ee (d. 5) 
Das Verschwinden des Tensors eines Quaternions führt aber 
das Verschwinden des Quaternions selbst mit sich '). Somit er- 
halten wir 
Na) (a0 
und weil (8 — pr)” eine Skalargrösze ist, folgt hieraus, wenn 
die zuletzt erhaltene Relation durch (® — p)* dividirt wird, 
die Gleichung (d. 3). 
In derselben Weise kann anstatt (d. 4) geschrieben werden 
a lo ee ee. (d. 4*) 
95. Auf analogem Wege kann leicht der Bedingung Ausdruck 
gegeben werden, dass der Endpunkt eines Vektors x der Ebene 
der Endpunkte dreier Vektoren x, ß, y angehört. Es müssen 
sodann nämlich die Vektoren 


% —P; B—P, ee fi 


1) Man sagt nämlich ein Quaternion verschwinde, wenn dessen Zähler verschwindet, 
während dasselbe nicht von dem Nenner gilt. (Vergl. Art. 38, Gl. 28). Somit 


Es ist sodann aber weiter 
70 u0 
I1,=7,”=)° und YU=7,20 
denn der Einheitsvektor der Grösze Null und im allgemeinen eines jeden Skalars 
verschwindet nicht, sondern wird unbestimmt. 
Aus 7q = 0 allein folgt daher auchy =. 
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complanar sein, und somit nach (c. 37) 
Se —e) (Pr -e)(r -—)=0....... (d. 6) 

Es lässt sich diese Gleichung wieder leicht umgestalten. Denn 
wenn man das Produkt berechnet, und beachtet, dass 

Spy, S.pßp, Sup”, Sp? 
verschwinden , erhält man 
S[aßy — (Br ya taßp])=09...... (d. 7) 

Diese Gleichung ist somit, wie die Gleichung (d. 6), als die 
Quaterniongleichung der Ebene zu betrachten, welche durch 
die Endpunkte der Vektoren x, @, x hindurch geht. 

Im allgemeinen kann jedoch die Quaterniongleichung einer 
Ebene einfacher erhalten werden, wenn man dieselbe auf andre 
Weise bestimmt, z. B. durch einen zur Ebene gehörigen Punkt 
und durch eine Senkrechte zur Ebene. 

Es sei der Endpunkt eines Vektors 8=0OB ein aan 
Punkt der zum Vektor <=ÜOA senkrechten Ebene; ist P ein 
willkürlicher Punkt dieser Ebene, so musz der Vektor 

BP=7—ß 
senkrecht zu OA sein, d. h. es musz 
s? — En en (d. 8) 

Es ist diese Gestalt der Gleichung einer Ebene in (d.7) ent- 

halten, wenn man statt derselben schreibt 
S[p(8 +r2+ aß) — aßy] = 0 
und wie nachstehend transformirt 


SpV(Br +ya-+ aß) — Saßy — 0 





oder 
Say 
s|r— ee ter — 0. (d. 8* 
TB ya ap ae 
Hieraus schlieszt man, dass die Ebene, welche die Endpunkte 
der drei Vektoren x, ß, y enthält, senkrecht zum Vektor 


I1V(By +y@+ aß) 
sein musz, und weiter, dass das Lot, welches aus dem Vek- 
torenanfangspunkt auf jene Ebene gefällt wird, durch 


Saßy.(VBy + Vyra + Veß)! 
dargestellt wird. 
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Es lässt sich dieses Resultat auch leicht direkt nachweisen. 

Wenn man nämlich setzt 
DV ey ap), rt, 

so wird 

Sr = 8.2 V(ßy + ya + aß) = Sa(lßy + ya + aß) = Say 
und in gleicher Weise 

S.ßBr = S.aßy , Syr — S.aßy , 
und hieraus 
SB —yY)r=0, Sb -— e)r=0, Sa — P)r—=0 

d. h. es ist nach (c. 29) r senkrecht zu den Vektoren 8 —y, 
y—a, &—ß, welche sämtlich in der durch die Endpunkte 
von &, ß, x gehenden Ebene enthalten sind. 

In dem besondere Falle, dass 8 der Richtung nach mit « 
zusammenfällt, geht (d.8) über in 


rl 
3,4 een (049) 


wo a ein Skalar ist. Es wird hiermit eine Ebene in einem Punkt 
der Geraden OA senkrecht zu OA bezeichnet. 

Die Gleichung (d. 8) einer Ebene kann leicht noch umge- 
staltet werden. Setzen wir nämlich 

p—.o 
B N 

und erinnern wir uns der Formel (b. 116), aus welcher gefolgert 
werden kann 





Na+b=Ng+1+2%8 
Neaz4ı)=Ng+1—289 
so ersieht man, dass wenn die Gleichung (d. 8) stattfindet, 
zugleich auch 
Nig El) N +1)" der wg-! 


und schlieszlich 


Umgekehrt kann aus (d. 9*) die Gleichung (d. 8) direkt her- 
geleitet werden. Es kann deshalb auch (d. 9*) als die Gleichung 
der Ebene betrachtet werden. 

96. Wir wollen uns in diesem Artikel mit der Kugel beschäf- 
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tigen. Es ist ein Leichtes eine Form der Gleichung derselben 

anzugeben. Denn wenn A der Mittelpunkt, P irgend ein Punkt 

der Kugeloberfläche ist, und 0OA—=«a, OP —; gesetzt wird, 

so soll der Vektor AP eine vorgeschriebene Länge 7% haben, 

und dies wird durch die nachstehende Gleichung ausgesprochen 
Te—a)— 7% oder ER: 

Dieser Gleichung kann leicht eine andere Gestalt erteilt 
werden. Denn nach (d. 134) ist dieselbe aequivalent mit 


(7°) -(rZE) - RE (d. 11) 


einer Form, welche deshalb wichtig ist, weil dieselbe die Kugel 
als einen besonderen Fall des Ellipsoids erscheinen lässt, dessen 
Gleichung wir nachher angeben wollen. 

Hätte man vor der Anwendung der Gleichung (b. 131) in 
(d. 10) Zähler und Nenner des Bruches verwechselt, so hätte 


man erhalten 
Br ß ) = re (d. 12) 


pP — a Pp—% 











Ein besonderer Fall ist derjenige, dass 
TR Do Te. 
Es geht sodann (d. 10) über in 


1(? En 1) Tuner x a = r 

[09 & 

Nach (bd. 116) kann hierfür geschrieben werden: 

N 28° 0 odr 4 St; NE = SZ nach (B, 100) 
& 1 | & x p 


und schlieszlich 


tikel mit einander in Verbindung setzen, so geraten wir zu 
dem Ergebnis, dass die beiden Gleichungen (d. 14) zusammen 

s! T “—0 und T—— Be (d. 14) 
einen Kreis darstellen als Durchschnittscurve einer Ebene und 
einer Kugel. 
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Ein besonderer Fall ist es, welcher uns am wichtigsten 
* scheint, nämlich derjenige, ww y=a,8=ß. Die Ebene geht 
sodann durch den Mittelpunkt A der Kugel. Das System der 
Gleichungen 

pr PER 

ß ß 
bestimmt somit einen gröszten Kreis der Kugel, aus dem End- 
punkte des Vektors x mit dem Radius 72 in einer Ebene 
senkrecht zum Vektor 8 beschrieben. Die diesen Gleichungen 
genügenden Vektoren gehören somit der Fläche eines Kegels 
an, dessen Scheitel OÖ und dessen Grundfläche jener Kreis ist, 
‘oder in anderen Worten: der Vektor 5 beschreibt einen Vektor- 
kegel, wie wir ihn im ersten Abschnitt definirten. 

Es musz daher möglich sein aus den beiden Gleichungen 
(d.15) den Vektor p in die Gestalt z-- VAß zu erhalten, 
und in der Tat gelingt dies. Denn wenn man die Gleichung 
(d. 11) statt der zweiten der Relationen (d. 15) nimmt, so wird 
dieselbe, indem man die erste dieser Gleichungen beachtet 


Seen 


oder nach der allgemeinen Theorie der Potenzen und Wurzeln 
von Quaternionen Ä 


S 








AUT 





are le A a (d. 16) 
Indem man zu diesem Resultat die erste der Gleichungen 
(d.15) addirt, erhält man 
Pp—& 
ß 
Es bedeutet hierin x den Vektor irgend eines Punktes des 
durch die Gleichungen (d. 15) dargestellten Kreises und V—1 
einen rechten Versor in einer bestimmten Ebene wirksam. 
Wenn nun aber die Gleichung 
p— a ZB 
2 — v7 
die sämtlichen Punkte des Kreises darstellen soll, so müssen 
auch unter dem Symbole YA sämtliche in allen verschie- 
denen Ebenen wirksamen rechten Versoren verstanden werden 
9 





— VG und hieraus p=a-tV—iR. 
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und dieses Resultat ist in Übereinstimmung mit der im ersten 
Abschnitt gegebenen Deutung des Symbols + VAR. 

98. Als besonders wichtig für unsre Theorie der imaginären 
Grösze Y—1 möge das nachstehende betrachtet werden. 

In den Gleichungen des vorigen Artikels 


s=: a el —Z -vA . (d. 17) 


war po der Vektor eines bestimmten Punktes eines Kreises und 
V-1 auch ein bestimmter rechter Versor. 
Wird in dem Symbole 
p=% E= v4 Bit 
die Grösze p als Vektorkegel betrachtet, so ist der Versor 
vV-1 ein unbestimmter. 

Wir geraten somit zur Unterscheidung zweier Symbole V—A. 
Dasselbe kann nämlich einen einzigen rechten Versor in einer 
willkürlichen aber bestimmten Ebene bedeuten und in diesem 

Falle ergibt die Substitution der dritten der Gleichungen (d. 17) 
in die beiden ersteren 

Ss.v Ad, V’‚va=va. 

Es kann aber auch VA die Gesamtheit der rechten Ver- 
soren, in allen verschiedenen Ebenen wirksam gedacht, dar- 
stellen. Wie wir im Art. 79 ersahen, kommt dem Zeichen YA 
sodann aber Skalarcharakter zu, indem wir dort die Glei- 
chungen fanden 





SVA=V-A, VVA—). 

99. Man pflegt zu sagen, die Gleichung 

p—=a, 

wo a—0A, stelle den Punkt A dar. 

Allgäheiken wollen wir sagen, die Gleichung 

p=zatyB-t2Y » 2.2.2... . (d. 18) 

wo 2, 8, y willkürliche Vektoren, z, y, z willkürliche, aber 
bestimmte Skalare bedeuten, gehöre einem Punkte an und wir 
können sodann zwei Fälle_unterscheiden. 

1%. 2, 9, 2, &, ß, x sind reelle Gröszen. | 

Die Gleichung (d. 18) stellt sodann den Endpunkt dar des 
Vektors, dessen Componenten nach den Kuelinigen ©, BY 
den Gröszen w2, yß, 2y gleich kommen. 
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2%, Von den Symbolen #, y, 2, &, ß, y ist eins oder sind 
mehrere complex. 

Setzt man | 

en tVAÄn, yayı tt YAyı = +V-12, 

ey Fr VAR Ber VRR, year tv), 
WO 2, Bayreıe u, Qy, .... Teelle Skalare und ‚Vektoren be- 
deuten, so ergibt sich aus (d. 18) 


pP=a& + Yıkı + &9%ı — %aky — Yaßz — 23% 
+ VA (a8 + Yoßı + 29ı + 8% + Yaßı + 217) 

Man kann nun weiter &,, ß, I &y By, %, mittelst dreier 
nicht complanaren Vektoren A, #, v linear ausdrücken und 
erhält sodann eine Relation von der Form 

P=ar+ber ter HVAlaA + be 4 CH). . (d. 19) 
oder 
peeureibuitten Hirn Bir 1 (20) 
wo nun a, b, c complexe Skalare, A, &, v aber reelle Vek- 
toren sind. 

In diesem Falle gehört der Vektor p der Gleichungen (d. 18), 
(d. 19), (d.20) einem Vektorkegel an oder, wie wir sagen 
wollen, einem jeden Punkte der Kreisperipherie, welche die 
Grundfläche jenes Vektorkegels ist. 

Im Anschluss an den Anfang dieses Artikels- sagen .wir so- 
dann weiter, die Gleichung (d. 18) stelle einen imaginären 
Punkt dar und diese Redensart führt zur nachstehenden wich- 
tigen Identifieirung: 

Ein imaginärer Punkt ist eine Kreisperipherie mit einem be- 
stimmten Radius um einen. bestimmten Mittelpunkt in einer be- 
stimmten Ebene beschrieben '). 


1) Herr Prof. Korrkwss in Amsterdam hatte die Güte mich darauf aufmerksam 
zu machen, dass im Jahre 1889 schon von zwei französischen Mathematikern, den 
Herren LAGUERRE und TArrY, eine geometrische Darstellung imaginärer Punkte in 
der Ebene in dem Pariser Congres der „Assoeiation frangaise pour l’avancement 
des sciences” vorgetragen worden ist. Soweit es mir durch das Wohlwollen des Herrn 
Prof. ScHouTE in Groningen möglich gewesen ist die seitdem veröffentlichten 
Theorieen kennen zu lernen, meine ich schlieszen zu können, dass Herr LAG@UERRE 
als Darstellung des imaginären Punktes in der Ebene wählt die Durchschnitts- 
punkte des von mir zu Hülfe gezogenen Cykels mit einer Ebene, während Herr TArrY 
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Die Namen Radius und Mittelpunkt wollen wir auch bei 
dem imaginären Punkt beibehalten. Die Grösze ar tbae+ 
+c,v in (d.19) soll der Mittelpunktsvektor, a,a-+b5,@ + c,v 
die Normale des imaginären Punktes heiszen. Die Länge der 
Normale ist dem Radius des imaginären Punktes gleich. 

100. Wir haben in dieser Weise eine geometrische Darstel- 
lung imaginärer Punkte gewonnen. Allein eine völlige Befrie- 
-digung wird dieselbe schwer gewähren können, weil dabei 


zwei andere Punkte dazu verwendet , nämlich den Anfangs- und den Endpunkt der 
Normale eines Cykels. 

Den Weg, auf welchem die genannten Mathematiker zu dieser Darstellung geraten 
sind, findet sich nicht verzeichnet; doch glaube ich berechtigt zu sein anzunehmen, 
dass derselbe mit der Theorie der Quaternionen in keinerlei Beziehung steht. Im 
Art. 105* werde ich näher auf die Betrachtungen des Herrn Tarry zurückkommen. 

Hrn Prof. KorTEwEe verdanke ich auch die Bemerkung, dass man in der analy- 
tischen Geometrie zu derselben geometrischen Darstellung imaginärer Punkte wie 
die von mir vertretene, gelangt, wenn man bei rechtwinkligen Coordinaten als De- 
finition der Distanz d zweier Punkte a, 5, c; a,, d,, €,, welche reell oder imaginär 
sein können, wählt 

d* =(a—a,)"+(6b—5,)"+(c— c,)? 
und nun die reellen Punkte z, y, 2 bestimmt, welche von dem imaginären Punkte 
ut, V 1,5, tb iv ne te. 101. eine} Distanz Nall’haben. 

Denn dadurch ergibt sich 


ae NT ma nen or Fe 
oder 
2,12 +9) +@- 0)? =ai +52 +0 
und 
a(@—a)+d,y—5b)te.@—e)=). 

Die Punkte z, y, z sind somit enthalten in dem Durchschnitt einer Kugel um den 
Mittelpunkt a,, d,, ce, mit dem Radius 1 (a? +5? 4c:) beschrieben in einer 
Ebene, welche den Kugelmittelpunkt enthält uud senkrecht ist zum Vektor mit den. 
Projectionen «@,, d,, c, auf die Coordinatenachsen. 

In ähnlicher Weise kann man auch in der Quaternionentheorie verfahren, wenn 
man die Annahme macht ein konisch spaltender Quaternion verschwinde, wenn dessen 
Tensor der Null gleich kommt. 

Denn aus 

p=2+V —1P 
folgt sodann 
Np—a—Vr —ip)=0 

Oder nach (5. 210) 

N(p—e) = NP und Sp— a) = 0 
Gleichungen, welche ebenfalls eine Kugel und eine Ebene darstellen. 
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zwei conjugirt imaginäre Punkte durch dasselbe Gebilde ver- 
anschaulicht werden. 

Diesem Übelstande abzuhelfen erscheint es wünschenswert 
mit dem Begriffe der Spaltung eines Vektors denjenigen einer 
gewissen dabei auftretenden Reihenfolge der einzelnen durch 
die Spaltung entstandenen Elemente zu verbinden. 

Wir wollen daher annehmen, das Symbol YZ4 an einen 
Vektor 8 operirend, spalte denselben in einen Kreis, dessen 
Elementarpunkte in einer bestimmten Richtung auf einander 
folgen z. B. in einer Richtung, welche von der Seite aus, 
nach welcher 8 errichtet ist, gesehen, der Bewegung der 
Zeiger einer Uhr entgegengesetzt erscheint. 

Einem derartigen Kreise ist schon der Name »CUykel’” bei- 
gelegt worden. Die Richtung, in die der Kreis beschrieben 
gedacht wird, kann durch eine hinzugefügte Pfeilspitze ver- 
zeichnet werden. Ein willkürlicher Kreis enthält im allgemeinen 
zwei ÜOykel entgegengesetzter Richtung. 

Es wird nun aber weiter einleuchten, dass der Cykel 

— V-Aß oder V-A(—P) 
von der Seite des Vektors — ß aus gesehen mit demjenigen , 
welcher Y _1ß darstellt, von der Seite des Vektors 8» aus 
betrachtet, übereinstimmen musz. In absolutem Sinne genom- 
men muss sodann aber der Cykel —Y —1 8 dem andern V AB 
entgegengesetzt sein. 

Somit können wir auch weiter das nachstehende Resultat 
aussprechen: | 

Die beiden conjugirt imaginären Punkte a-V AB, «—-V-ıBß 
werden durch zwei einander entgegengesetzte, einen einzigen Kreis 
bildende Cykel geometrisch dargestellt. 

Unter der Normale eines Cykels +-Y_41ß wollen 
wir stets die Achse desselben verstehen nach der Richtung ge- 
zogen, von welcher aus gesehen der Cykel entgegengesetzt der 
Bewegung der Zeiger einer Uhr durchlaufen wird. Die Nor- 
malen zweier conjugirt imaginären Punkte sind somit einander 
entgegengesetzt, während der Hadius und der Mittelpunkt der- 
selben übereinstimmen. 


101. Wenn ein Vektor 
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aa TIRT naar. ans (d. 21) 
wo 2, ß, y reell sind und x, y, 2 complex sein können, einer 
Bedingung 

Flash 2)== DIEe Tab Werreeper (d. 22) 
unterworfen ist, so beschreibt x eine Oberflache, wie schon 
im ersten Abschnitt erörtert ist. 

Dabei können aber zwei Fälle unterschieden werden: 

1°. Die Coetlicienten der Skalare x, y, z in (d. 22) sind 
reell. In diesem Falle wird auch die von p beschriebene O ber- 
fläche eine reelle genannt. 

Setzen wir voraus, die Funktion / könne nach dem Taylor- 
schen Satze dargestellt werden und setzen wir weiter 


ent, VA, y-y typ VA, 2=a +2, V—1 (d.23) 
und nach einer gebräuchlichen symbolischen Schreibweise 


d od 9 \p 
Betn taz) (a, 95 4) Av f 


so lassen sich aus (d. 22) zwei andere Gleichungen herleiten 
von der Form 


1 
NN Ayf....—=0 
i \ U (dB) 
Ai AN on 


wo f stets anstatt f(x), y1, 2) geschrieben ist. 

Es geht weiter (d. 21) über in 

Pemetyßtar VA lat yR-t 27) . (d. 25) 

Indem man nun Werte #,, Y, 215 2a, Ya, 2, bestimmt, welche 
den Relationen (d. 24) genügen und dieselben bei (d. 25) ver- 
wendet, findet man die reellen und die imaginären Punkte 
der reellen Oberfläche (d. 22). | 

Eine allgemeine Bemerkung mag hierbei noch Platz finden. 
Aus der Form der Gleichungen (d. 24) ist nämlich unmittelbar 
einleuchtend, dass, wenn denselben ein Wertsystem x, Yı 2: 
233 Ya, 2, genügt, ebenfalls das System ©, yı 21 —Lı —Yn 
— 2, diesen Relationen Genüge leisten musz. 

Bei einer reellen Oberfläche kommen somit die imaginären 
Punkte stets paarweise conjugirt vor, sodass dieselben stets 
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durch Kreise, in den beiden Richtungen durchlaufen, dargestellt 
werden, 

2°. Die Coefficienten der Skalare &, y, z in (d. 22) sind 
complex. Die von dem Vektor p beschriebene Oberfläche wollen 
wir sodann eine allgemeine Oberfläche nennen. 

Wenn f z. B. eine lineare Gleichung ist mit complexen 
Coefficienten, so haben wir es mit einer allgemeinen Ebene zu 
tun. In derselben Weise wollen wir von einer allgemeinen 
Oberfläche zweiten, dritten Grades u. s. w. reden. 

Wenn man nun die Substitution (d. 23) in (d. 22) vornimmt 
und die reellen Glieder von den imaginären trennt, so erhält 
man wieder zwei Relationen; denen die Gröszen x, Yı 2: 
%, Y9, 2, genügen müssen, die aber eine ganz andre Form als 
(d. 24) haben. | 

Es wird sich nun finden, dass die imaginären Punkte der 
allgemeinen Oberfläche nicht stets paarweise conjugirt vorkom- 
men, sodass dieselben in diesem Falle durch Cykel veranschau- 
licht werden, 

102. Wenn mit (d. 21) zwei Gleichungen von der Form 
(d. 22) verbunden sind, sodass p einer Raumcurve angehört, 
so ergeben sich hieraus vier Gleichungen, entweder paarweise 
von der Form (d. 24) oder von andrer Gestalt. 

Man kann sodann im allgemeinen zwischen den vier Reia- 
tionen entweder &,, Y,, 2, oder &,, %,, 2, eliminiren. 

In -dem ersten Falle stellt die dadurch entstandene reelle 
Gleichung in &,, 9, 2, die reelle Fläche der Mittel- 
punkte der imaginären Punkte, welche der Raumcurve 
angehören, dar. 

Ist die Raumeurve eine reelle Ebene, so ist diese Fläche die 
Ebene der Curve. 

In dem zweiten Falle wird eine Gleichung in x,, Y5, 2, er- 
halten, welche eine Fläche darstellt derart, dass die sämtlichen 
nach den Punkten dieser Fläche von dem Anfangspunkte aus 
gezogenen Vektoren Normalen der zur Raumcurve gehörigen 
imaginären Punkte sein können. Wir wollen diesen Ort die 
reelle Fläche der coinitialen Normalen der ima- 
sinären Punkte nennen. 
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Zu jedem Mittelpunkte eines imaginären Punktes oder zu 
jedem Wertsysteme für x,, y,, 2, gehören im allgemeinen eine 
bestimmte Anzahl Wertsysteme für x,, Yy,, 2, d. h. auch eine 
bestimmte Anzahl Normalen des imaginären Punktes. Die Punkte, 
welche auf den beiden soeben definirten Flächen diesen Wert- 
systemen entsprechen, , wollen wir als correspondirende «Punkte 
der beiden Flächen betrachten. Jede willkürlich gewählte Raum- 
curve bestimmt in dieser Weise im allgemeinen eine Corres- 
pondenz der Punkte zweier reellen Flächen. 

103. Die allgemeinen Betrachtungen der vorhergehenden Ar- 
tikel wollen wir nun auf einige einfachen Fälle anwenden. 

Wir werden nämlich zuerst die Lage der imaginären Punkte 
einer reellen Ebene untersuchen, und wollen dazu den Qua- 
ternionencalcül vorzugsweise verwenden. 

Die Gleichung der Ebene sei 

Ste (d. 26) 
wo &, ß zwei reelle Vektoren bedeuten. 

Setzen wir nun 


PETERS Re Bun AR (d. 27) 
so ergibt die Substitution in die vorhergehende Gleichung 
Sl —)B=0 und S,B=0..... , (d. 28) 


Die erste dieser Relationen sagt aus, dass die Mittelpunkte 
sämtlicher imaginären Punkte der Ebene in derselben ent- 
halten sein müssen. 

Nach der zweiten ist die Normale zur Ebene senkrecht zu 
den Normalen der imaginären Punkte. Diese letzeren sind somit 
der gegebenen Ebene parallel und die Ebenen der imaginären 
Punkte sind senkrecht zur gegebenen Ebene. Man erhält daher 
den Satz: 

Die imaginären Punkte einer reellen Ebene sind Kreise, 
deren Mittelpunkte in derselben enthalten sind, während die 
Ebenen der imaginären Punkte senkrecht zur gegebenen Ebene 
sind und der Radius willkürlich gewählt werden kann. 

Bei einer reellen Geraden 

Ye —- )ElME ee: (d. 29) 
ergibt die Substitution (d. 27) das System | 
Ve, —e)B=0 und Vaß=0 ..... (d. 30) 


I 


137 


Die beiden nach dem vorhergehenden Artikel zu einer Raum- 
curve in Beziehung stehenden Flächen bestehen bei einer Ge- 
raden nicht. Die Mittelpunkte der imaginären Punkte sind nach 
(d. 30) die reellen Punkte der Geraden und die Normalen der 
imaginären Punkte fallen der Richtung nach mit der gegebenen 
Geraden zusammen, während die Länge derselben willkürlich 
bleibt. Wir schlieszen hieraus: 

Die imaginären Punkte einer reellen Geraden sind Kreise 
mit willkürlichen Radien um die Punkte der Geraden als Mit- 
telpunkte in Ebenen senkrecht zur gegebenen Geraden be- 
schrieben. 

Noch wollen wir die Lage der imaginären Punkte einer 
reellen Kugel untersuchen. Dieselbe sei 

Dora DB a ie: (d. 31) 

Die Substitution (d. 27) ergibt nach der Trennung der reel- 

len und der imaginären Teile | 
N (p —e)= N, + NßB und S(p, — ae), —=0 . (d. 32) 

Die erste dieser Gleichungen spricht aus, dass die Länge der 
Normale des imaginären Punktes der Länge der Tangente 
gleich ist, welche von dem Mittelpunkte des imaginären Punk- 
tes aus an die Kugel geht. Zugleich sagt jene Gleichung, dass 
der Mittelpunkt des imaginären Punktes auszerhalb der Kugel 
liest. 

Die zweite Gleichung besagt weiter, dass die Richtung der 
Normale des imaginären Punktes zur Verbindunssgeraden der 
Mittelpunkte der Kugel und des imaginären Punktes senkrecht 
ist, dass somit die Ebene des imaginären Punktes jene Ver- 
bindungsgerade enthält. 

104. Ein Paar Beispiele der allgemeinen Flächen wollen wir 
hinzufügen, obgleich wir nur einige wenige Resultate im 
Grundriss herleiten wollen. 

Es wird nämlich augenscheinlich durch die auseinanderge- 
setzte Theorie ein ausgedehntes Gebiet für neue Untersuchungen 
geöffnet, auf das weiter einzugehen, wir für jetzt verzichten 
müssen. | 

Die allgemeine Ebene sei durch das System der Gleichungen 


a er A (d. 33) 
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atbyteatd=0 ........ (d. 34) 
in denen «, 8, y reelle Vektoren sind, ©, y, 2, a,b, c,d, p 
aber complexe Gröszen bedeuten können, definirt. 

Wenn die Gleichung (d.33) durch V@y multiplieirt und an 
die dadurch erhaltene Gleichung mit dem Symbol ‚S operirt 
wird, so ergibt sich 

„rer 
Saßy 
und in gleicher Weise entsteht 
HUSTEN Spaß 
’ Baßy’ ® Saßy 

Diese Ausdrücke können in (d. 34) substituirt werden. Das 

Resultat lautet 


S[p (aßy + bya + caß) + daßy] = 0 


oder 
dS&ßy DR 


Hierbei sei bemerkt, dass im allgemeinen 
— dS2BßY 
aVßy +bVyx-+cVaß und EV oe 
Vektorkegel sein werden. Setzen wir anstatt dieser Gröszen die 
einfachen Symbole £, A so ist dargetan, dass die Gleichung 
der allgemeinen Ebene stets in die Form 
SB ayu 0 (d. 35) 
gebracht werden kann, wo nun p, A, & im .allgemeinen Vek- 
torkegel bedeuten. 
Es sei nun weiter 
Pen tY Apr; A=u FF VAR, L = TV—Au, (d.36) 
gesetzt, so ergibt sich aus (d. 35) das System 
S(p — A) = S (fa — Ay) My 
undy innen rer AnEune allmnei Ihkinstehare (d. 37) 
S(y — A) =—S(m—%,)M, 
und eine einfachere Gestalt kann diesen Relationen noch er- 
teilt werden durch die Einführung der Gröszen o,, c, mittelst 
der Gleichungen 
han h— hm: : 2er: (d. 38) 
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Man erhält dadurch nämlich 
So 2, = 80,4, und So, %, = — 05%: . « » (d. 39) 
Aus der Form dieser Gleichungen entnehmen wir, dass den- 
selben genügt wird durch die Annahme 


7, — a, Va, + ya,Vaın, tr 2 Val, 
9,=— ya, Vin; t 0a, Var rule, 
wo z, y, 2, u reelle aber beliebige Skalare bedeuten. 

Diese Werte sagen aus, dass die Punkte o,,o, auf die Ebene 
durch 4,, #, gebracht in die Punkte 
| 7, = a0 Va, + ya, Vr,o, 

7, — — ya Val, + au, Vu, 
projicirt werden. 

Führen wir zwei neue Vektoren v,, v, ein, welche aus 
%,, &, dadurch erhalten werden, dass man die letzeren in ihrer 
Ebene um einen rechten Winkel drehen lässt, sodass 

„—=4,U0Vun, y =,UVaß, 
gesetzt werden kann. und nehmen wir weiter 


N) 








:TVaw=a,yIVam=yı 

so gehen die Gleichungen (d. 41) über in die nachstehenden 

zn + yrı mn = Yytı tar - - : - (d. 42) 
wo nun z,, %, beliebig gewählt werden können. 
In der Figur 58a sind die bei- 
den Vektoren v,, v, gezeichnet, 2 24 

ON, =», und ON, =»,. 

Wenn OT, = r, nach diesen Rich- 
tungen zerlegt wird, so sind die 
Componenten 








Fig, 58a N, 


O7, =2v, OT, =yN- 
In gleicher Weise ist für OT, =[r, 
OT,=— yy, OT, =a», 
Nimmt man 
0,=—0OT, =y» 
so ist | 
7.01 7», LO: 


TOT TOT” 
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Es kann hieraus geschlossen werden, dass 
Bl NEN STE 
und hierdurch erhalten wir eine einfache Construction für die 
correspondirenden Punkte T,, T,, wenn einer derselben, z. B. 
T, gegeben ist. 

Zerlegen wir nämlich den Vektor OT, nach den Richtungen 
der Vektoren »,, v,, wodurch die Punkte T\’, T,” erhalten 
werden und ziehen wir die Geraden T,'T,” und T,”t,' beide 
parallel zu N,N,; nehmen wir weiter OT,'=0t, und bilden 
den Vektor, dessen Componenten OT,’, OT,” sind, so ist dessen 
Endpunkt der gesuchte Punkt T.. 

Sind also r,, r, gefunden, so sind auch p,, p, leicht anzu- 
geben. Es ist nämlich 

A=htnt+2Vaun = tn ruVue, 
wo z und u beliebige reelle Werte beigelegt werden können. 

Bei jedem willkürlich gewählten Mittelpunkte des imaginä- 
ren Punktes gehören daher im allgemeinen eine unendliche 
Anzahl Normalen, deren Endpunkte zusammen eine reelle Ge- 
rade im Raume, senkrecht zur Ebene der Vektoren &,, &s 
bestimmen. 

Wenn der Mittelpunkt des imaginären Punktes sich längs 
der Geraden senkrecht zu jener Ebene bewegt, so ändert sich 
die von den Endpunkten der Normalen beschriebene Gerade 
— daher auch die dem Mittelpunkte zugehörigen Normalen — 
nicht. 

Die einem willkürlich gewählten Mittelpunkte p, zugehörige 
Gerade der Normalen zu bestimmen, construire man aus jenem 
Punkte den Vektor — A, und projicire dessen Endpunkt auf 
die Ebene der Vektoren «,, @,. Zum so erhaltenen Punkte T, 
werde nach der Figur 58a der correspondirende Punkt T, con- 
struirt, und aus diesem werde der Vektor A, abgetragen. Die 
Senkrechte, aus dessen Endpunkt auf die Ebene von «, und 
2, gefällt, ist die Gerade, dessen Punkte Vektoren haben, 
welche als Normalen für den gewählten Mittelpunkt genommen 
werden können. 

Die Bearbeitung besonderer Fälle kann hier keinen Platz 
finden. | 
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105. Wenn auszer (d. 38) zwei lineare Relationen zwischen 
©, Y%, 2 gegeben sind, so haben wir es mit einer allgemei- 
nen Geraden zu tun. 

Wir nehmen hierbei an, dass die linearen Gleichungen sind 

a+tbytea+1=0, da+by+cz+1=0.. (d.43) 

Setzt man nun in diese Gleichungen 

2—= (be — be) u— (! — € —5-+c) A 
y=(cad — cdaau— (de — a@ —c+ta)\N 
z2= (ab — adb)u — (—b —a-+tb) NA 


wo u ein neuer complexer Skalar und 


. (d. 44) 











a 
A Tee] 


genommen ist, so wird den beiden Gleichungen (d. 43) genügt 
und die Gleichung (d. 33) wird zur nachstehenden 
er= A [eb -c—-b + c)+Pßle-a—-d + a) +yla—b—a-+D)] 
+ u [&(be — b’e) + Blca — ca) + Y(ab’—a’b)], 
eine Gleichung von der Form der Gleichungen (d. 4*), welche 
wir auf eine reelle Gerade anwendbar fanden. Wir können 
deshalb sagen, die Gleichung 
p=a-+taß oder Vor —a)B=0.,.... »(d. 45) 
stelle eine allgemeine Gerade dar, wenn nur unter p, &, ß 
Vektorkegel und unter x ein complexer Skalar verstanden 
werden. | 
Setzen wir nun noch für jede Grösze p den Ausdruck 
2% V-1p,, 80 32 sich aus (d. 45) das System 
arm — aß; 
NG ar Male an 
Mit Hülfe dieser Gleichungen lässt sich nun leicht eine geo- 
metrische Veranschaulichung der allgemeinen Geraden erhalten. 
Die beiden Gleichungen sagen nämlich aus, dass die End- 
punkte der Vektoren p,, p, jeder für sich eine reelle Ebene 
senkrecht zum Vektor Vß,ß8, beschreiben. Diese Ebenen sind 
daher parallel und sie enthalten die Endpunkte der gegebenen 
Vektoren z,, , bzhw. 
Mit Hülfe der Figur 58a ist es ein Leichtes zwei correspon- 
dirende Vektoren 
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&B, — ß,, m, + &ıß, 
zu finden. Dieselben werden von den Endpunkten der Vekto- 
ren &, &, bzhw. abgetragen, wodurch zwei correspondirende 
Werte von p, und p, gefunden sind. 

Wir fanden aus (d. 46), dass die Mittelpunkte sämtlicher 
imaginären Punkte einer allgemeinen Geraden in einer reellen 
Ebene enthalten sind. Es ist dieses Ergebnis in Übereinstim- 
mung mit der von Hrn Tarry in seiner Abhandlung zur 
allgemeinen Geometrie für die Gerade aufgestellte Definition. 
Im Übrigen treffen aber meine Ergebnisse nicht mit dieser Defini- 
tion zusammen, wie eine Rechnung zeigt, welche der nachfolgen- 
den analog ist. Ich will noch dartun, dass dies nur darin 
seine Begründung findet, dass Hr Tırry seine Betrachtungen 
auf Punkte in einer Ebene beschränkt, während ich stets Figu- 
ren im Raume der Rechnung unterzog. Im nächsten Artikel, 
wo ich diese Allgemeinheit fallen lasse, werde ich wirklich 
auf die Definition der Geraden des Hrn Tarry anlangen. 

105*. Wir setzen daher, um zu einer Geraden, zu geraten 

P= 0% + yß 

RE RT ee 
wo 2, Y, a, db, ce complexe Skalare, z, ß reelle Vektoren be- 
deuten. 

Führen wir weiter ein 

c 
nl nee Ve TER a (dRAR) 
wo u ein neuer: variabler complexer Skalar ist, so wird (d. 47) 
übergehen in 


P=— 7 ,@ ++ B2 — apu 
oder | 
Bi Ari he one Be anlstalnb ee (d. 49) 
u bedeutet hierin einen complexen Skalar, x einen complexen 
Vektor &, +V—A1%,, bei welchem die reellen Vektoren kr ls 
mit dem reellen Vektor A in derselben Ebene enthalten sind. 
Ist noch 
a=y + V—a, 
w=u + V—iuw 
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so folgt aus (d. 49) 


AUT UM — Un 
Bart wet U per 

Herr Tarey wählt nun als geometrische Darstellung des 
imaginären Punktes das Punktepaar, welches erhalten wird, 
wenn man den Vektor ;, um den Endpunkt des Vektors p, 
in seiner Ebene um einen rechten Winkel nach beiden Seiten 
hin dreht. 

Es ist dieses Punktepaar bestimmt durch 

pr EM E 
wenn e statt UVa,u,, des rechten Radials in der Ebene von 
ı, %, gesetzt wird. Statt dieses Ausdrucks kann auch ge- 
schrieben werden 
(a ae) HU (a, Em E)- WR FRE). 
Nun ist jedoch 

y — ME—= — (kı + M£)E 

RB, + 2 = (, — Ba£)e: 

Somit können die beiden Vektoren des Punktepaares in die 

Form gebracht werden 
«+ Pl +%), + B, (u — ur8) ; 
wenn der Kürze halber | 
=. +9), P=u, + ME 
2, =A(a, — 4,8), BAU, — ME 
gesetzt wird. 

Zwei denselben Werten von u,, u, entsprechende Punkte, 
welche zusammen ein oben verzeichnetes Punktepaar bilden, 
wollen wir homologe Punkte nennen. 

Für „=u,—=0 erhält man zwei derartige Punkte, welche 
wir ‚mit P’, P“ bezeichnen wollen. Sind PD}, P,” und‘'P,’, P,” 
zwei andere Paare homologer Punkte, welche den Werten 
Ur U; U, U, für u, u, entsprechen, so können die Vek- 
toren P’P,', P'P,', P’P,”, P'P,’ leicht hingeschrieben werden. 
Man findet sodann 

PR =BWuitme, PDE—=B WW we) 
PP/=£LWw+we, PFPR=ß (u"— we). 
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Daher 
Da | ß (u -_ U, €) (u, ==? U, €) ß = 
m + 7 TE AT 7 9 weil S = 0 
PP, Blu tu e) (U —% &)B . 
a nach (b.'73?) 
U —Uy E 


und in derselben Weise 
„ „I / / 
Bi} u 4 uye 
[Z Are Mes „ TA 
PP, uU U E 


Nun ist aber nach vorhergehenden Formeln und weil 





1% d „ „ 
U — U, U —UE 
complanar sind 


/ / 
u + UuyE 1 
K-4 = ———- Ku’ 4 u) = 
7 „ 7 7 1 5) 
u tu E Ku, -— u, €) 
l US I U E 
! / 1 2 
„ „ (u, Us €) 7 „H 
U —UE uU —Uy € 
somit ist auch 
I I )£ 1% 
PP; K PR4 
„u A / / 
Tal PP, 


und diese Gleichung spricht, wie leicht ersichtlich, aus, dass 
die homologen Punkte zwei invers ähnlichen Figuren an- 
gehören. | 

Wir haben jetzt gezeigt, dass wir für den Fall, wo nur 
Vektoren in einer Ebene betrachtet werden, auf die Definition 
des Hrn Tarry zurückkommen. 

Ein zweiter von Hrn Tarry in seiner Abhandlung bewie- 
sener Satz ergibt sich wie nachstehend: 

Ein willkürlicher Punkt der Verbindungsgerade zweier ho- 
mologen Punkte hat den Vektor 


N A et (%, —%e)] 











1 ze x 
Beachtet man, dass 
Be=RUVRB, en 
Be=Pß,UVBR, = lan Sßß, 


so kann man auch schreiben 
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S SB, — Br 
eu Tree," in se [= n ne J 
und durch die Annahme 

2 Tß 
2ß? = a!1ß? oder = + — 


I 7a, 
geht dieser Wert über in 
at + 0(B +Bß, 7) RR (d. 50) 
1 1 
wo der neue veränderliche Skalar v statt der Grösze 
SßB, F TBB, 

TVRB, 
gesetzt ist. Es erhellt hieraus, dass der Ort des Punktes p eine 
reelle Gerade ist. Dies ist der von Hrn Tarry bewiesene Satz: 

Wenn man die Strecke zwischen je zwei homologen Punkten 
in einem bestimmten constanten Verhältnis teilt, so liegen die 
Teilpunkte auf einer reellen Geraden. 

Das Verhältnis = ist zugleich das Verhältnis der Längen 
zweier homologen Strecken der ähnlichen Figuren. Denn zwei 
homologe Strecken sind allgemein 

Blu" — u" + (u) — u Je], Bi [u — u" — (u — w)e] 
und die Längen derselben, mit zwei potenzirt, sind 
N® N Tu’ — u" + (u — w")e] = NR [u — u”)? + (u, —w,")°] 
und 
Nß, Nu, — u," — (u, — w)e] = NR, lu — u)” + (u) — w)r]. 

In (d.50) sind zwei Geraden enthalten, welche zu einander 
senkrecht sind, weil 

S.(@7B, +8,78) (TR, — B, 7) —0. 

Es entsprechen diese beiden Örter den beiden Fällen, wo 
der Teilpunkt der Strecke zwischen zwei homologen Punkten 
auf der Strecke selbst oder auf deren Verlängerung gewählt 
worden ist. 

106. Die Gleichungen 

Be Tl VoeN Dee (d. 51) 
wo .a ein bestimmter arithmetischer Skalar ist, stellen eine 
Kugel dar, mit dem Radius a um den Endpunkt des Vektors 
# als Mittelpunkt beschrieben. Denn die Quadrirung dieser 
Gleichungen ergibt 


U, —— U, 


10 
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(p — a)”—= — a” oder T(p — a)’ =.u? 
somit 
T(p — a) —=a 
und es gehört diese Gleichung einer Kugel an. 

In dem besonderen Falle <&=0 und a=1|, erhält man 

somit 
BP VEMRE I (d. 52) 
als die Gleichung einer Einheitskugel. 

Die Vieldeutigkeit des Symbols Y-1 tritt hier besonders 
deutlich zu Tage, wie auch schon von Hamıtron erkannt worden 
ist. Es wird nämlich unmittelbar einleuchten, dass in der 
zweiten Seite der Gleichung (d.52) V—1 jeden willkürlichen 
Einheitsvektor, aus dem Vektorenanfangspunkte gezogen, dar- 
stellt und diese Einheitsvektoren können sodann auch als die 
Indices rechter Radiale aufgefasst werden, wodurch wir auf 
der im ersten Abschnitt angegebenen Deutung des Symbols V —1 
aufs neue angelangt sind. 

107. Im Anschluss an den vorhergehenden Artikel mag hier 
bemerkt werden, dass die bisher angenommene Deutung der 
Gröszze V—Ax eine Erweiterung zulässt. 

Wir sahen in jenem Artikel nämlich, dass in dem Symbole 
VA alle möglichen rechten Quotienten enthalten sind , während 
bei der Deutung des Ausdrucks V —-1x nur diejenigen rechten 
Quotienten gewählt sind, welche die Ebene des Vektors « 
enthalten. Man kann nun aber auch die nachstehende Defini- 
tion wählen: 

Unter YTZix sei verstanden die Gesamtheit der Quater- 
nionen, welche erhalten werden durch die Multiplikation des 
rechten Quotienten & mit einem jeden der in dem Symbole 
VA enthaltenen rechten Radiale. 

Diese Definition ergibt, dass in dem Zeichen VA nicht 
nur eine unendliche Anzahl willkürlicher Quaternionen sondern 
auch eine derartige Anzahl rechter Quotienten enthalten sind, 
deren Indices sämtlich senkrecht zum Vektor & sind.. Diese 
Indices bilden sodann den im ersten Abschnitt unter VA « 
verstandenen Vektorkreis. | 

108. Betrachten wir weiter die Gleichung 
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(s‘ . N ® (v% - °) = Dr . (4.58) 


Wir wollen zeigen, dass dieselbe einem Hllipsoid angehört. 
Wenn nämlich 3 und e zwei willkürliche Vektoren sind, 
so ist 











_I+us 

Sa RD Re (d. 54) 
bei veränderlichem u eine willkürliche Gerade, und wir erhalten 
die Vektoren der Schnittpunkte dieser Geraden mit dem Gebilde 
(d.53), indem wir den Wert von p, aus (d.54) in (d. 53) 
einführen und die zugehörigen Werte von u bestimmen. Man 
erhält dadurch 


drei 


| =(+up, 











somit eine a zweiten Grades für u. 
Eine willkürliche Gerade schneidet demnach die Oberfläche 
(d.53) in zwei Punkten; dieselbe ist deshalb zweiten Grades. 


S ) 


P—&, 


ß 





können wir setzen 


NS 





statt 


06 





ERBEN 
= ebenso — NV 
Nach ge 53) wird deshalb | 
NS, —1, oder x(s’ 























—)=1, 


Mn wenn man in nn E 116) g durch Vyg ersetzt, so wird: 
NVg+a)=NVg+&®=NVg-+ Na. 
Es wird nun auch 


1(s’Z —*) oder Te-ayT(S = a), Zah 


sein müssen, In demnach kann T(p — 3 niemals eh 
werden, es sei denn dass 
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TEN EN 
ß % 
wäre, eine Gleichung, welche nur stattfinden könnte, wenn 
jedes der Glieder der ersten Seite verschwände, und dies würde 
erfordern, dass der Vektor o— x _|ß und /y wäre; eine Vor- 
aussetzung, die bei willkürlicher Wahl der Vektoren ß, y 
unmöglich ist. 

Die einzige Oberfläche zweiten Grades, welche dieser Bedin- 
gung genügt, ist das Ellipsoid. 

Der Endpunkt des Vektors & ist der Mittelpunkt der Ober- 
fläche; denn die Vektoren &— 0, &+0c müssen stets zugleich 
der che (d. 53) genügen. 

Wenn y=ß, so geht das Ellipsoid in eine Kugel über. 

109. Bei Benutzung der Relation (d. 116) kann die Gleichung 
des Ellipsoids leicht in eine andre Gestalt erhalten werden. 
Nach jener Gleichung ist nämlich 


Bi NS Bley 2) ( 2), 

erh) (r 

und das Ellipsoid kann somit auch durch die Gleichung 
r(st pP )- a (d. 55) 


dargestellt werden. 
Führen wir weiter statt der Vektoren 2x, 8 zwei andre 
mittelst der Gleichungen 


2ß _ _2ß 
nee &, mag sets, te ee e (d. 56) 
ein. Aus der ersten dieser Gleichungen lässt sich folgern 


I £2 und hieraus Be Pte ı 


« BHta Yy 28 ET: 


11H) 


sodass allgemein erhalten wird 





oder 


. und in gleicher Weise 


Somit ist weiter 
p Bde & jr BE paul 
"+ Ks=4U4+ 2441 R),=8L4V7, 
und die Gleichung (d. 55) geht hiermit über in die nachstehende 
P Re 
r(* ale Kz) u (d. 57) 


Es ist dies eine neue Form der Gleichung des Ellipsoids. 
Eine andre Schreibweise für dieselbe ist 
T(py!—+ Kö!) —=1 oder nach (ce. 13) T(py=!-+3=,)=1 (d.58) 

Schlieszlich können noch zwei neue Vektoren ı und « mittelst 
der Gleichungen 

N % 
ren 2-3 al 
eingeführt werden, und dadurch erhalten wir die Gleichung 
des Ellipsoids in die Gestalt 

EA ee (d. 60) 
welche von Hamıtron bei verschiedenen Untersuchungen benutzt 
worden ist. 

Es ist zu bemerken, dass die Vektoren ,, x der Richtung 
nach mit Y, 3 oder deren Negativen übereinstimmen; es kann 
dıes unmittelbar aus (d.59) geschlossen werden, und weiter 
noch, indem man diese Gleichungen quadrirt und die erhaltenen 
Resultate subtrahirt, 








= 


2 UN LAREN 
za pom 
Hiermit gehen dieselben Gleichungen über in die nachstehenden 

82 y? 
a7 „ey Ki Ö any 000 Ox 


Es kann hieraus geschlossen werden, dass ı, «x mit y, 9 
bzhw. der Richtung nach zusammenfallen, wenn 7TY > 7’. Ist 
Ty< Td, so haben ı, x zu y, ö bzhw. entgegengesetzte Rich- 
tungen. 

Wenn mann die Gleichung (d. 53) mit derjenigen einer Ebene 
combinirt, so wird eine Ellipse erhalten. Eine specielle Wahl. 


— = 
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der Vektoren 3, e ergibt die Gleichung der Ellipse in ein- 
facherer Gestalt. 

110. Wir wollen noch zwei andere den vorhergehenden 
verwandte geometrische Örter in Betracht ziehen, nämlich 


10, su 


Wenn 
DA— ESF AB— BES NORD 
so sagt diese Gleichung aus nach (b. 103), dass 
cos ZPAB=cos ZCOD oder Z PAB = constant. 
Es stellt (d. 62) somit einen kreisförmigen Kegel dar, dessen 
Scheitel der Punkt A, dessen Achse der Vektor £, und dessen 
Scheitelwinkel £ COD ist. 











a 3 


Anstatt SU? 5 kann in der zweiten Seite der Gleichung irgend 


eine zwischen — 1, + 1 liegende Constante gesetzt werden. 
0 at k 

20, Zu 2 Sanur eye: 
Beachtet man, dass nach (b. 126) 


Mal in Lg = on sin ZPAB 
und dass T.AP sin ZPAB das aus dem Punkte P auf die Ge- 
rade AB gefällte Lot ist, so sagt die Gleichung (d. 63) aus, 
dass dieses Lot constant ist. 

Es ist diese Gleichung somit diejenige eines kreisförmigen 
Öylinders, dessen Achse mit AB zusammenfällt. 

111. Zum Schlusze dieses Abschnittes seien noch einige an- 
dren Formen erwähnt, in welchen geometrische Örter erscheinen 
können. Es erfordert dieselbe aufs neue die Anwesenheit eines 
veränderlichen Skalars in der Gleichung und es schlieszt sich 
deshalb die hier bezeichnete Gestalt sehr enge derjenigen an, 
welche wir im ersten Abschnitt zu erörtern Gelegenheit fanden. 
Wir wollen dies an zwei Beispielen erläutern. 

Es sei « ein willkürlicher Vektor, e ein Einheitsvektor in 
irgend einer Ebene. x und e können auch als rechter Quotient 
und Radial bzhw. betrachtet werden, 

Der Quaternion e’, wo x ein Skalar bedeutet, ist nunmehr 
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7 
7 
Indem man x die Werte von 0 bis © durchlaufen lässt, stellt 
somit &” einen veränderlichen Radial in der Ebene von e dar. 
Führen wir weiter die Bedingung 
SER Re al Aln (d. 64) 
ein, so wirken e und &* in einer durch den Vektor x gehenden 
Ebene, weil die Ebene des Radials e” senkrecht zum Vektor 
e ist, und nach (d. 64) auch x _L e. Somit wird das Symbol 
&€ an den Vektor x operirend, demselben eine Drehung ohne 
Änderung der Länge erteilen in einer zum Vektor & senkrech- 
ten Ebene. Daher kann auch unter der Bedingung (d. 64) 
lee 2ER la Saal a ce (d. 65) 
bei veränderlichem x als die Gleichung eines Kreises gelten , 
mit dem Radius 7% in einer zum Vektor &e senkrechten Ebene 
beschrieben. 
In gleicher Weise kann eine Ellipse dargestellt werden durch 
die Gleichung (d. 66) jedoch ohne die Bedingung (d. 64) 


DE ae a EN (d. 66) 


Denn man kann diese Gleichung wie nachstehend umge- 
stalten. 


ein Radial in der Ebene von e, dessen Winkel x beträgt. 


DM V.(cos x 5 + sin x 3 ) x, nach (c. 9) mit der Annahme Ts—1 


" Br 
=ac0sa,t Ver. sinaz 


und dieser Ausdruck geht in die im Art. 24 für die Ellipse 
angegebene über, wenn gesetzt wird | 
0082, —u, RE 

Es ist somit (d. 66) die Gleichung einer Ellipse, deren Mit- 
telpunkt der Vektorenanfang O ist, während &, Vez conjugirte 
Durchmesser oder vielmehr, weil «_L Vexz, die Achsen der 
Curve sind. 

Wir wollen auch noch den durch die Gleichung 

rang inch (d. 67) 

dargestellten geometrischen Ort, wo «, & willkürliche aber 
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constante coinitiale Vektoren, t einen variablen Skalar bedeuten, 
näher untersuchen. 

Wir erhalten aus dieser Relation 

To Ta:T@ Tay! = 19 = cönstant. 

Somit kann die durch (d. 67) dargestellte Curve auf einer 
Kugel mit dem Radius 7% beschrieben gedacht werden, 

Weiter ist 

S.ap — S.a't1Ba!—= S.a tat! — Saß = constant. 

Mit dem vorhergehenden Resultate ergibt sich somit auch 

Z op = constant — Z aß. 

Die Gleichung (d. 67) gehört somit dem Kreise an, welcher . 
durch den Endpunkt des Vektors £ beschrieben wird, wenn 
man denselben um «# als Achse konisch drehen lässt. 

Die Grösze des Drehungswinkels um diese Achse zu ermitteln 
si 0O(A=%, OB=£@, OP=; gedacht. Es handelt sich sodann 
darum den Winkel zwischen den beiden Ebenen AOB, AOP 
zu bestimmen. Dieser Winkel kommt aber demjenigen zwischen 
den beiden Normalen zu jenen Ebenen, deren Richtungen durch 
die Symbole Vzß, Vap angegeben werden können, gleich. 
Wir müssen deshalb den Winkel des Quaternions 

Var: Vaß 
bestimmen. Erwägt man, dass 


ay HEN mi ET EINEN, ) 
PAeL? — (c0s15 + sin 5. Ua) (cost? sin iz. Ur 


—=ß cos? 15 — Ta! sintz Veß— Ta? sin’t, aß, 

während 
Bez —V:, 

sodass 

«Be —= Vaßa = 2uSaß — Ba? —= 20S2ß + B Ta’, 
so wird weiter 

7 ß s 7 8 7 

p=ß cos? t 5 Tı Ta! sin tr. Vaß—2 Ta? sin?t 5 8zß — ß sin? t 5 
—=ßcostm— 1x! sintr.Vaß— 2 Tx? sin? t 2 saß. 


Und hieraus kann unmittelbar geschlossen werden: 
Vor=Vaß.costa — a Vaßsin tr. Ta !—Voaßeostr — Ua. Vaßsin tr. 








153 


Somit ist 
——_ —costr — sin tr.Ua 
& 


woraus erhellt, dass dieser Quaternion ein Versor ist, dessen 
Winkel tr beträgt, während die Achse dem Vektor & entge- 
gengesetzt ist. 

Das Resultat dieser Untersuchung ergibt daher als Antwort 
auf die Frage nach der Grösze der Drehung des Vektors @ um 
die Achse x den Winkel tr. 

Dasselbe Ergebniss hätte man auch auf einfachere Weise er- 
halten können. 

Denken wir uns nämlich den Vektor 8 in zwei andre ß, 
und $, zerlegt, welche parallel und senkrecht bzhw. zum gege- 
benen Vektor x sein mögen. Es wird sodann 

= (ß, + B)a— ala ß, + ai ß,a-' 

Weil nämlich a‘, ß,, &”° complanare Quaternionen sind, so 
können dieselben in dem Produkte des ersten Gliedes der 
letzten Seite umgetauscht werden. Weil aber Uß,, Ux unter 
sich senkrecht sind, so kann bei dem zweiten Produkt die 
Gleichung (ec. 11*) Anwendung finden. Somit ist 
p=ß, + TB, Ue'.Uß, DeT'—= 8, TB, Ve’Ua!UB,—ß, + Va’*.ß, 

Das letzte Glied dieser Gleichung ist ein Vektor, welcher 
aus 8, einfach durch eine Drehung um einen Winkel tr um « 
als Achse erhalten wird. Dieselbe Drehung hat sodann aber 
auch p um diese Achse erfahren. 


DIFFERENTIALE VON QUATERNIONEN. 


112. Wenn zwei Quaternionen 
g—=0B:0A, y=00:0A, 
auf denselben Nenner reducirt 
gegeben sind, so wollen wir die 

Differenz derselben 
: 00 ;.0B 106—0B; 
TE 00 OA, OABEIE 
0 A I BOROR: 
MORE 
unter einem andern Gesichtspunkte ein Differential des 
Quaternions qg nennen und mit dg bezeichnen. 

Dieses Differential ist somit ein ganz willkürlicher Quater- 
nion. Achse, Winkel und Tensor bleiben unbestimmt; es 
braucht der letzte, wie gewöhnlich bei den Differentialen voraus- 
gesetzt wird, nicht unendlich klein zu sein. 

113. Wenn ein Quaternion Q eine Funktion eines anderen 
veränderlichen Quaternions g (und gegebener Quaternionen oder 
Skalare) ist, sodass man setzen kann, 


Wh... (e.1) 
so wird, wenn g in g-+-dg geändert wird, auch Q eine Ände- 
rung erfahren, welche wir mit A Q bezeichnen. Es ist somit 

AQ=Fardg) — Fl). 
Die beiden Gröszen A Q und dg nennen wir jedoch nicht 
simultane Differentiale. Wie in dem ersten Abschnitte wollen 
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wir als solche die Gröszen dQ, dg betrachten, wenn dQ nach 
der Gleichung (e. 2) bestimmt wird 


40= Lim.n| F(o+ 2) r@) |, Pr een an el 


Um simultane Quaterniondifferentiale zu erhal- 
ten, musz man deshalb der unabhängigen Veränderlichen eine 
Änderung dg:n erteilen, und die dadurch bewirkte Änderung 
der Funktion mit n multipliciren. Der Grenzwert für Zim,.n=» , 
ist sodann das zu dg gehörige simultane Differential des Qua- 
ternions Q. 

Es ıst hierbei zu beachten, dass die Division durch n nur 
den Tensor von dg verringert; der Versor dieser Grösze bleibt 
ungeändert. 

Die Funktion 


P(a+ 2) FQ) 
wollen wir im Folgenden mit A, @ bezeichnen. 
Es ist sodann 
Oman Qelıman 00 rn: (e. 3) 
114. Wenn wir die Funktion 


Lim. n| 7(e+ 2) FW ]=00.an) 

näher betrachten, — man kann dieselbe an einem Beispiel 
berechnen — so erkennt man unmittelbar, dass dieselbe im 
allgemeinen nicht von der Form &(g)dg sein kann. Es ist 
dies offenbar darin begründet, dass die Faktoren bei der Mul- 
tiplikation der Quaternionen nicht commutativ sind. 

Es musz aber stets die Funktion &(g, dg) linear und homo- 
gen in dg sein. Dies zu beweisen teilen wir dg in zwei Teile, 
welche dr und ds genannt werden mögen. Es wird dadurch: 


002 1) = Lim. n E (2 = u ee @| 





n 


nf te) (+) 


N 


ar (+7) r@] 





— Lim. n | -- 
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Aare) Her]: 


+ Tim Iro+2)-r@| 
= Lim. ® (a FE — as) + 9(9, dr) 


und zuletzt 


rd) dA)t nd). ....... (e. 3*) 
Aus dieser Gleichung kann unmittelbar geschlossen werden , 
dass D(g, dg) in Bezug auf dg, linear und homogen ist. 
Eine wichtige Folgerung lässt sich noch machen, nämlich 


DRG BED) ED NORaZ) ea EL AL) 
weil jedes Glied der Funktion ® mit x multiplieirt wird, wenn 
dasselbe mit dy stattfindet. 

Wenn das Differential einer Quaternionfunktion in Bezug 
auf einen Skalar x bestimmt wird nach der Definition 


Df(g,«) = Lim. n KR + =) — (9; 2), Lim.n=», 
so bleibt natürlich der Satz gültig, dass dieses Differential in 
Bezug auf dx linear und homogen ist. Weil aber der Faktor 
de mit den anderen Faktoren commutativ ist, so nimmt das 
Differential die Form an 

(9 «) da 

f (x) kann in diesem Falle der Differentialquotient in Bezug 
auf x heiszen. 

115. Einige Beispiele der Berechnung der Differentiale ein- 
facher Quaternionfunktionen mögen hier Platz finden. 
1% Q= 4". 

Es wird hiermit 


nal) entre) 


n 
dQ= Lim.n u Q=gdg + dg.q 
oder kurz 
N eK De 5 (e. 5) 


Es ist hierbei vorausgesetzt, dass dy und g nicht complanar 
sind. Wenn dg |||g, so erhält man einfacher 
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ana 2gdg 
analog der Differentialrechnung bei Skalaren. 
1 
29, Q —— —l — —e 
5 7 


Man erhält 


nel ee 


Rn 2 4 —ı]|_ ( Ag 
-(4+7 Er at +) LE 


und somit 


daumen N. ie 1 A9.g en. (ei) 
Wenn d |||g, sit d.q2'T=— g°dg. 
1 
3°. Q=y°—= Ri 


Wie bei dem vorigen transformirt man 
Ts 
er een) rn] 
(ee) 


N (4 Ai Suls dq a an, + er g 





somit 
Ba men. N edge (et) 
Wenn dg|||g, wird d..g = — 2yg"dg 
116. In diesem Artikel werden einige allgemeinen Regeln für 
Quaterniondifferentiation angegeben, werden. Es sei dabei stets 
c ein constanter Quaternion, q ein veränderlicher, Q= f(g) 


und x=0(g) zwei willkürliche Funktionen des Quaternions g. 
Man erhält sodann 


10. 0 
2. KQ+9)—Limn| sat) +e + = 
— Lim. n| (a +) 10 = a0 
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oder 


OH OR (e. 9) 


3%. Allgemeiner ist 


UQ+x)=dQ+dx } 5 (e. 10) 


Denn es ist 


KQ+2)— Lim.n| 


—Lim.n| 





(a+ 2) 40la+ 5%) 
ne 





OH! | 








ar 2)-e@ |] 








— Lim. \y(a+ 2) Na) +Eimn| (rt) 0) 
—dQ+dx. 
40. Oo (e. 11) 


Nach der Substitution der Funktionen /, ®, wird nämlich 
1.02 = Lim.n| 1a +) (+2) 0 9W] 
= Limen| \r(o+ 2)o(o+ 2) — Se a) + 


Be +) || 
— Lim. 2(0+% )n\o 








o(a+5 am oa) Fr 


+ Lim. n | a - A)- a) | a7) 
= f(g) ddl) + df(2) - 27) 


= Qdx + ad.x 
Besondere Fälle dieses Satzes sind die nachfolgenden 
dcQ—Z c:dQ, Ad. —ÖN.ete ee (e. 12) 


117. Es kann der in (e. 11) ausgesprochene Satz dazu ver- 
wendet werden, das Differential einer willkürlichen Potenz 
eines Quaternions zu ermitteln. 

Wir fanden schon (e. 5) 

d.g” = gdg +- dq.g. 

Und es wird jetzt weiter: 

d.g’ = d.g?q = g’dg + (d.g°)g nach (e. 11) = g’dg + 9dg.q + dq.g? 
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d.g’ — d.g’g — g’dg + (d.g°)g > g’dg + g’dg.g + gdg.g° + dq.g°. 
Man erkennt in dieser Weise, dass allgemein für ganze po- 
sitire Werte von m 


d.g"” a De: dgq — a da.gq — la dq.g? — An) -H g” WIE .- 


ET oe (2319) 
Weil aber nach (e. 6) 
tg), 
so wird 
Ga ee mg 


und nach Einführung des Wertes von d.y” aus (e. 13) 
dy" = BE 0a dg.g " Bet Ga Ui EN, dass BROT ER 
a N A N 2 (e. 14) 
Wenn m eine gebrochene rationale Zahl ist, so lässt sich 
d.g” nicht mehr so leicht berechnen. Dies zu erreichen setzen wir 
I z D 


wo k und / ganze Zahlen sind und weiter 
k 


ga roderg —rnau. nm... (e. 14) 


Indem wir die Differentiale der beiden Seiten dieser Gleichung 
bilden, erhalten wir die Gleichung: 
tagt... + td = 
— rl dr + r?dr.r + .... 4 r.dr.r? 4 dr.r'=! 
und es gilt jetzt aus dieser Gleichung dr aufzulösen. Die 
Gröszen r, r?....r'! sollen dazu sämtlich in g ausgedrückt 


werden, also 
BE LIEE k 
PERER eR at Odergom ger, 

Die Auflösung einer solchen Gleichung erörtern wir im 
nächsten Abschnitt; es ist jedoch leicht dieselbe für den be- 
sonderen Fall m—41 zu finden. 

Bei dieser Annahme nämlich wird die Gleichung (e. 15) re- 
dueirt zur nachstehenden 

dgq=rdr + dr.r oder dg—=g: dr 4.dr.g:.... . (e. 16) 

Wir erhalten daraus, indem wir dieselbe mit g—-: und durch 

Kg: multiplieiren , 
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9: dg.Kg: = dr.Kg: + 97: dr.g: Kg: 
— dr.Kg3 + 972 dr.Ng:i 
—dr.Kg: + Tg.9-: dr 
Nach (b. 24*) ist jedoch 


Ng.9"= Kg 
oder indem man g durch 9: ersetzt 
Tg.g 3 = Kgr. 


Es wird deshalb 
g-: dg.Kg: = dr.Kg: + Kg: dr 
Nach (e. 16) ist weiter 
dg = dr.g? + 9: dr 
Die Addition dieser Gleichungen ergibt 
dq + 97: dg. Kg: = 4 dr.Sg: 
und hieraus wird gefunden 
dg +g-:dg.Kg: 
4 Sg? 
Wenn dy|||g., so kann man wieder beträchtlich vereinfachen. 
Es gehen sodann die beiden Formeln (e. 13), (e. 14) über in 


dr = 





Se (e. 17) 


d.g"=mg"!dg, dg "= — mo"! dg 
und die Formel (e. 17) ergibt 
_ dlrgm kp) _ da: (+ Kg) 
pr 4 Sg: 4 Sg: 

Diese Resultate stimmen mit den bekannten Formeln der 
Differentialrechnung bei Skalaren überein. 

Als ein einziges Beispiel der Differentiation eines Quaternions 
oder Vektors in Bezug auf einen Skalar sei die mit (d. 65) be- 
zeichnete Funktion p—=e”z gewählt, in der & willkürlich und 
e ein Einheitsvektor senkrecht zu « ist. 

Es wird hiermit 


; n2 , de 
dp —= Lim. n| e® n 2 82 = Lime (1 & 


i da # ‚(de 
— Lim.n e E on 5) + sin ( 3)-® — 1 |e. 


Bei wachsendem m nähert os = sich der Einheit und der 








dg: a da 0 


Sinus nähert sich dem Bogen; somit ist 
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d—da.ne ta — da. se BE ch (er) 


118. Wenn ein Quaternion eine Änderung erfährt, so wer- 
den natürlich im allgemeinen dessen Tensor, Versor, Skalar 
und Vektorteil, und Winkel auch geändert werden. Mit der 
Untersuchung der Differentiale dieser Gröszen wollen wir uns 
in diesem Artikel beschäftigen und zuerst sei gewählt 


dKg— Lim. n EX Ar 2) ut Ra] — Lim. n x = iw 
n 
— Lim. n E Kag| — Kag. 


Man ersieht leicht, dass man in dieser Weise die nachsteh- 
enden Formeln erhalten kann 
URg.— K.dg,.48Sqa— 8.09, Va =V.dgsr. ... (e.18) 
Weniger einfach gestalten sich jedoch die Differentiale der 
übrigen Gröszen, wie aus dem weiteren erhellen wird: 
dNg=d.gKqg=dg.Kg-+ gqdKg nach (e. 11) = dg.Kgqg + qKdg. 
Es ist aber allgemein 
K.g Kg — KKg.Kg nach (b. 54) —=gKg. 
Indem man dieses Resultat bei der vorhergehenden Formel 
anwendet, erhält man 
dNg—=dg.Kg+ K.dgKg = (1-+ K) dgyKg = 28.dg Kg=28.Kgdg 
oder kürzer 
ING DRS Ra EN (e. 19) 
Dieselbe Formel hätte auch leicht mit Hülfe der Relation 
(d. 115) erhalten werden können in nachfolgender Weise 


EN nn [X a 7)- Ng |=Eim. r [22 . 25( Ax)| 
— Lim. n re Nag+ = StdgKg)| — 2 S(dg.Kg). 


Hieraus wird leicht dTg erhalten; denn es ist 








| 1 S.Kgdg 
7= ANg) 7 en Tg | 
Kogdg 


Indem man noch die Gleichung (b. 24) anwendet, wird 
11 
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dTg= z N Eh N EN (e. 20) 
Man kann jedoch diese Formel auch in anderer Gestalt erhal- 
ten. Nehmen wir wieder auf: 
Kg.dg 
T 
wie oben gefunden, und beachten wir die Gleichung (db. 24*), 


so wird 
a re nach (b 15,8 . (e. 21) 
Den hier hergeleiteten Relationen schlieszt sich eine andere 
für d.p?, wenn mit p ein Vektor bezeichnet wird, an; denn 
es ist 
d.?=—dN? =— 2 S(Kpdp) nach (e. 19) = 2 S(pdp) nach (c. 12) 


oder I 


dlg=—=ıS 








20 —= 2,0. Pape ee (e. 22) 
De 1 ( = 1 ( =) 
du =d- ——— dlo=--Id — ldg—0S = 
a IN TE; 
dq = q da q dq | 
= mise .—_— V4U 
E g/Tg 19 q 
Bei beiderseitiger Multiplikation durch ” ‚ erhält man 
schlieszlich 
dUg dgq 
—— VE, 0 edel sale e.283 
17 ; (e. 23) 


Indem die Gleichungen ce. 21) (e. 23) addirt werden, wird 
erhalten 
aTg | dUg _dg 
19.2) ROSE 7 
im Einklange mit dem Resultate, welches durch die Differen- 
tiation der Gleichung 
a 1409 
erhalten wird. 
119. Wir haben in dem vorigen Artikel einige Fundamental- 
formeln bewiesen, welche jetzt dazu verwendet werden mögen, 
einige weniger einfachen herzuleiten. Zuerst sei genommen dUVg. 
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Nach (e. 23) ist 
Tr — vy.- vo nach (e. 18)— Zn nach(b.88) (e.24) 
Der Richtung nach fallen /Vdyg und /Vg zusammen mit 
Az.dg, Az.g bzhw. 
Die Ebene des Quaternions 
IVdg:IVg 
ist demnach senkrecht zur Durchschnittsgeraden der Ebenen 
der Quaternionen dg, g. 
Ist in der Figur 60 
7 OB-0A 204 —=00,0A, 
OD= Az.g, OE = Au.dg, 
‘so wird OA oder der gemein- 
schaftliche Nenner der beiden 
Quaternionen g, dg auch 
Ax (IVdg:IVo) 


sein, und somit fällt 








 Bg,60 





1V(IVag:IVo) 
der Richtung nach mit OA zusammen. 

Es erscheint daher dUVg nach (e. 24) als das Produkt zweier 
rechten” Quaternionen oder deren Indices, und die letzteren 
fallen längs OA, OD bzhw. dUVg ist somit ein Quaternion in 
der Ebene DOA. Die Achse dieses Quaternions liegt in der 
Ebene des Quaternions g und ist senkrecht zur Durchschnitts- 
geraden der Ebenen von g und dg. 


AV Ug— VAUg nach (e. 18) — Mzre 04 | RE (e. 25) 
dg dq 
dSUg=S.dUg=S IE Ug|—=S kl: vo) | 


nl sr vo, \=3[ (s nt v2) vos |=s. ya 
q q GE q 
oder kurz | 
dq 
dSUg—=S. m: IE, 32 (e. 26) 


Diese Formel setzt uns in den Stand d £g zu berechnen. 
Denn nach (b. 103) ist 
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8. 0—10082735 
somit 
dASUg= — snZyd£g. 
Die Vergleichung der Formeln (d. 124) (b. 125) ergibt 
Meere Oz 
und hiermit geht (e. 26) über in: 


dSsUg=S. sin LgUVg = UL FL RS Luvy. 


Nun musz dieses Resultat nach einer vorigen Gleichung auch 
—sinZgqydZLg 
sein. Man erhält demnach 


Diese Gleichung kann noch ein wenig umgestaltet werden, 
Weil nämlich nach (d. 129), 


(UV =—1, 
so ist 
UV. 5 
I nl 
und es wird 
dg da 1 dg 
429=8(7.-un)=s.4 5 —5-0n, 


weil g und UVg complanar sind und deshalb in dem Produkte 
derselben umgetauscht werden können. Schlieszlich ist daher 
die Formel erhalten 


Nach (e. 21) wird weiter 
ah Ve ag Vag 


IVg u Vg Vy 
oder 
je REEL] UVag 
dTVg=5$.Vdg MR a 4 S —— na 


Es sind UVdg, UVg rechte Radiale in den Ebenen der 
Quaternionen dg, q bzhw. Der Quotient derselben ist somit ein 
rechter Radial, dessen Achse mit der Durchschnittsgeraden der 
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genannten Ebenen zusammenfällt, und der Skalarteil dieses 
Radials ist daher der Cosinus des Winkels dieser Ebenen oder 
des Winkels der Achsen der Quaternionen dy, g. Bezeichnet 
man diesen Winkel mit £(Ax.9, Ax.dg), so wird schlieszlich 


dATVg=TVag cos £ (Az.g, Aw. dg). 2... (e. 29) 
120. Die im ersten Abschnitte bei (a. 50) bewiesene Gleichung 
Tdp = ds 


kann mit den jetzt erörterten Begriffen noch in andrer Gestalt 
erscheinen. 

Wenn 2 und s als Funktionen des Skalars u betrachtet wer- 
den, so ist auch 


de _ de 
du du 
oder wenn die Derivirten 
ABALNGSE BEER, 
= er, mit p, s 


bezeichnet werden 
T’=s und Tp”= 
Es ist jedoch 
T=—p%, 
weil p’ ein Vektor ist. Somit geht die zuletzt Slkinan Glei- 
chung über in die nachfolgende 
ee ll ET (e. 30) 
Bei nochmaliger Differentintion erhält man nach (e. 22) 
S.de + sd’ —=0, 
oder indem durch dw dividirt und statt 


dos ı.ds; 
du’ du 
wieder p”, s’ eingeführt werden, 
Stel. een. (e. 31) 
Eine dritte ER ergibt: 
rer = Nd...... (e. 32) 


us w. 

Wenn die Grösze s jH unabhängige Variable gewählt ER 
so gehen die vier vorhergehenden Gleichungen über in die 
einfacheren 


Te ie ie 0? .. l= Pe. 0, Sp'p „ ul), Sp 1 "2 =. 0, 
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121. Wenn eine Funktion F{Q) gegeben ist, in der Q 
eine Funktion eines Quaternions g bedeutet, so kann man das 
Differential dF{Q) folgenderweise in dg ausdrücken. Es mögen 
dQ, dg simultane Differentiale der Gröszen Q, q sein; man 
kann sodann erst dF(Q) in dQ ausdrücken, indem man be- 
rechnet: 


dMQ)— Lim. | F( jr , a: ra) | s | 


Dadurch entsteht eine Gleichung der Form 


INVEUOAOERAREIIELEN (e. 33) 
Sodann kann man d( mittelst dg ausdrücken. Denn, wenn 
Q=fgN. 


so ist 
10= Lim.n| (+2) io] 


Dadurch erhält man 


IQ=Ul@,dg)e . -:. “MOIRERT, an (e. 34) 
und indem dieses Resultat in (e. 33) eingeführt wird 
dIFQ)=ORQR, lg, dg)) . . . Ki0lan (e. 35) 


Die Richtigkeit des hier erörterten Verfahrens wird aus den 
nachstehenden Betrachtungen einleuchten. Der Definition nach ist 


IRQ) = Lim.n| F\y(o+2)| — Fy@i].. @.36) 


N 








und 


df(g) = Lim. n 





s(a+ 2) Aa). 
Man kann demnach setzen: 
(+7) -0|=and+ 


wenn eg eine Grösze ist, welche verschwindet, wenn n ins Un- 
endliche wächst. 
In andrer Schreibweise wird die letzere Gleichung 


1(a+ 2) = On, nz!ldaQ te), 
Hiermit geht aber (e. 36) in die nachstehende Gestalt über 
dF{Q) = Lim. n [F( QrE SSaeS, = 7x0) | 


N 











167 


Die zweite Seite ist das Differential der Funktion /{Q), 
wenn das Differential der Gröszze Q mit dQ+e bezeichnet 
wird; mit der oben eingeführten Bezeichnung wird deshalb 

AF(Q)= Lim. 9(Q, 40 + 9) 
und nach (e. 3*) 
AFQ) = (0, dQ) + Lim. D(Q,; e). 


Das zweite Glied der zweiten Seite verschwindet aber, weil 
D(Q,e) in Bezug auf & linear und homogen ist, während Lim. & 
der Null gleich kommt. 

Nehmen wir z. B. 

d(g? — 1)8. 
Wir setzen 
g ne er Q, 
so wird nach (e. 17) 
dQ+ Q73d4Q.KQ: 
4 SQ: 
und indem man statt Q wieder 9’ — 1, statt dQ nach (e.5), 
(e. 9) gdg + dg.g einführt, erhält man: 
le 2 _1)r 
ae > era ER ent 
4 S(g* — 1)* 

122. Wir wollen nun weiter eine Anwendung machen, welche 

uns nachher Nutzen gewähren wird. Es sei der Bruch 
Fg 2): fg ®) 
in Betracht gezogen, bei welchem für einen bestimmten Wert 


d.g: = 





x, von # 
Kg; N OHNE NR (e. 38) 
werde. 
Der Wert des Bruches für e=x, wird somit unbestimmt. 
Als den wahren Wert des Bruches betrachten wir für diesen 


Fall 





98) _ Ben 7( ar =) 
Ka) r(@ 4 +®) 
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Es ist sodann weiter 


Kg) _ F(g 2 +) rg 2) 


Ka ®) \ Kent) 


Eee. Ai an Pg,a,)| 
lila) re | 


— = Ga nach Art. re (42) 

F(g, »,) da (@®,) 
wenn mit 7’, /’ die Differentialquotienten bezeichnet werden. 
Wenn jedoch für einen bestimmten Wert g, von g die 
Gröszen F(g,2) und /(g, x) verschwinden, so sind wir nicht 


berechtigt 
| d 
Fig+ — ’ e) 
Lim. — ——— 


J (ara .) 

als den wahren Wert des Bruches zu definiren; denn es wäre 
sodann herzuleiten, dass dieser Wert auf 

Ag, @) : df(g1, ©) 
führt, wo dF, df die Differentiale in Bezug auf g sind. In 
Zähler und Nenner des letzteren Ausdrucks käme dg jedoch 
nicht als commutativer Faktor vor; es fiele derselbe somit in 
dem endgültigen Resultat nicht fort und der Wert des Bruches 
bliebe unbestimmt, denn es würde derselbe mit dem Werte 
der Grösze dg sich ändern. 

Wenn in dem ersteren Falle auch 

F(9, 2): ®) 
unbestimmt ist, so hat man natürlich in diesem Bruche Zähler 
und Nenner nochmals zu differenziren. 

123. Wenn man einem Quaternion g eine Änderung dy er- 
teilt, so wollen wir diese Grösze das erste Differential von g 
nennen. Wenn nachher eine zweite Änderung dem Quaternion 
g erteilt wird, so :kann dieselbe stets in dg und eine andere 
Grösze, welche wir mit d?g bezeichnen wollen, zergliedert werden; 


nach (e. 38) 





— Jam! 
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d’g soll sodann das zweite Differential des Quaternions g heiszen. 
Es braucht dies nicht mit dy complanar zu sein und auch 
nicht verschwindend klein. 

Die ganze Änderung, welche y erfahren hat, ist 

2 dg + d’g. 

Das erste Differential einer Funktion F(g) ist, wie wir vor- 
her fanden, als Funktion der beiden Gröszen g,dg zu betrach- 
ten, so dass man setzen kann: 

dF(g) = 9(g, di). 

Wir definiren nun. das zweite Differential der Funk- 
tion F(g), welches wir zugleich mit ddF(g) oder d’F\g) be- 
zeichnen wollen, durch die Gleichung 


| d d? 
d°F(g)=Lim.n l ® (2 1 =, dg+ = —-9(q, du) |Limn— oo (e.39) 


Aus dieser Definition geht unmittelbar ein Satz hervor. Denn 
man erhält: 


d’F(g) = Lim. [9 (+, 4+22) — o(2 142) a: 
—- Lim. n| 9 (2 dg + = — 09, a) |, Lim.n=». 


Das erste Glied der zweiten Seite dieser Gleichung ist das 
Differential der Funktion 


2 
oder &(y, dg) nach g genommen, während dy constant bleibt; 


das zweite Glied das Differential der Funktion ®(g, dg) nach dg 
genommen, während g constant bleibt. Wir schreiben deshalb: 
2 
o.2\g) — Lim. d,D (a da =) + di, ©(g, dg), Lim. n = © 

oder | 

EN) dolg dg)+ da Padd).. .-- (e. 40) 
wo unter d,®(g, dg) die Anderung verstanden wird, welche die 
Funktion ® dadurch erfährt, dass g in g-+.dg übergeht, und 
in gleicher Weise unter d,,&(g, dg) die Änderung von ® der 
Zunahme der Grösze dg um d’y zufolge, Es erscheint somit 
das zweite Differential aus zwei anderen, ersten, Differentialen 
zusammengesetzt. 
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Wenden wir uns nunmehr zu einigen Beispielen der Be- 
rechnung 
10 d2.0? = 9d°9 1 2092-7 dtjign Dean EINE . (e. 41) 
wo in dem mittleren Gliede der zweiten Seite dg” statt (dy?) 
geschrieben ist. 
Es ist hierbei 
d.g"— gdq + dg.9 = Dg, dq) 
und demzufolge 
d,9(q, dq) = dq.dg + dg.dg = 2. dg’ 
da day gr. 
Bei der Differentiation ist in der ersten Formel dg, in der 
zweiten g als constant zu betrachten. 


Durch Addition erhält man die Formel (e. 41) 


20, d.9 2 (05709) gig. det u: (e. 42) 
Es ist nämlich 
I, d)eAa=— gdg” 
d,D(g, dg) = — Mg!) dg.gT! — g'dgd(g7) 


zu 2 u 2 u ae a Du u A I u 
dpa) — gg. 

124. Mit dem vorigen Artikel haben wir schon ein bisher 
noch nicht in Betracht gezogenes Gebiet betreten, die Diffe- - 
rentiation der Funktionen, welche zwei unabhängige Veränder- 
liche enthalten, sei es denn, dass die eine derselben in diesen 
Funktionen stets linear und homogen vorkam. 

Bevor wir weiter gehen, wollen wir allgemein die Differen- 
tiation der Funktionen mehrerer unabhängigen Veränderlichen 
9, 9, Gy... näher ins Auge fassen und einige Sätze beweisen. 

Es sei F(g,g',g‘...) die in Betracht kommende Funktion. 
Wenn nun die Veränderlichen 9, g', g”... Änderungen dgy,dy', 
dgq... erfahren, deren jede endlich und willkürlich sein kann, 
so wollen wir als das totale Differential der Funktion 
F definiren: 


dr— Limen rot, +, +, BE )- 


dag. | ee 
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Indem wir den zwischen Klammern stehenden Ausdruck zer- 
gliedern, wie nachstehend: 


dd er dgesda, ) ( don edge ) 
riet 044. + tt...) + 
f£ dg „ dg" [4 „H dg" 
a ade) 


/ 


/ „ dg / „ 
+ Flag +, ES 944", ER NE ) 


ersehen wir, wie im Art. 123, dass dF als die Summe n anderer 
Ausdrücke betrachtet werden kann, welche wir in folgender 
Weise bezeichnen wollen 

dF=dF+d,F-de" Ft ....... (e. 43) 
und welche successive die Änderungen bedeuten, die die Funk- 
tion F erfährt, wenn jedesmal eine einzige der Veränderlichen 
einen Zuwachs erhält, während die übrigen sämtlich constant 
bleiben. 

Man kann somit diese Gröszen die partiellen Diffe- 
rentiale der Function Z' in Bezug auf jede der Variablen 
9, d» g'... nennen. 

Aus Art. 114 wissen wir, dass d,F in Bezug auf dyg homogen 
und linear ist, und dasselbe ist mit d,F, d,F... in Bezug 
auf dy', dg’... bzhw. der Fall. Das totale Differential d’ ist 
somit homogen und linear in Bezug auf alle die Gröszen dg, 
PR ERE 

125. Einige Beispiele mögen das vorhergehende erläutern. 
18, F=gg. 

Es ist hiebei 
ea add. See: . (e. 44) 
Denn der Bedeutung nach ist 
d,F=dg.g und d.F= gdg'. 

Bei der ersten Differentiation ist nämlich g‘, bei der zweiten 
g als constant zu betrachten. 

20, FL. 
7 


Es wird 


dF = z — 0 02 10.0202 (e. 45) 
denn 
d,F=gd ; —= — gg!dg.g' und d„,F= r 
5. DR; 
Hierbei ist 
| dE——y ago og man: (e. 46) 
weil 


uF=Äd).g = — grdggg und d.F = gTtdg. 
126. Wenn allgemein 
F= 0x, 
wo Q, x jede für sich eine Funktion der Gröszen 9, gı,g... 
ist, so werden für die partielle Differentiation nach (e. 11) die 
Gleichungen gelten 


U,QXK = UQxX + Qdıx 
dx Fr dA, Q.X + Qdyx 
de a = de X + Adler 
Durch Addition wird somit erhalten 
dtirdr tt...) Qt dr Hd +.) RL 
N a a 
oder 
OR ON Our (e. 47) 

Das Theorem (e. 11) bleibt somit gültig, wenn darin die 
Symbole d als totale Differentiale von Funktionen mehrerer 
Variablen betrachtet werden. 

Weil das zweite Differential einer Funktion 7 einer einzigen 
Veränderlichen nach der Definition ein totales Differential ist, 
so ersieht man leicht die Richtigkeit der nachfolgenden Trans- 
formationen, wobei wir voraussetzen, die beiden Funktionen 
Q, x seien nur von g abhängig. 
d’Qx = d.dQx = d(Qdx + dQ.x) nach (e. 11) 

— Qddx + AQdx + dAQdx + ddQ.x 
oder 


20x= QBx +2 404g + EQ.x ı... . - (&. 48) 
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d’Ng—=d.dNg — d.2S(Kg.dg) nach (e. 19) — 2Sd(Kg.dg) nach (e. 18) 
—2S(dKg.dg + Kagd’g) = 2 S(Kdg.dg + Kogd’g) 
—=2S(Ndg + Kgd?g) = 2 (Ndg + S.Kgd?g) 
oder kürzer 
dNg==2(Nda-8.Kod’o). .... .. (e. 49) 

Als besonderen Fall kann man hieraus herleiten, wenn > 
ein Vektor ist 

Pr —=—d’Np—=—2(Nap + S.Krd’) =— 2 Ndp + 2 S.pd?r. 

Wird unter do ein Vektor verstanden, so ist noch Ndp durch 
(d)” oder — dp? zu ersetzen; daher 

ER aA ES (e. 50) 

127. Bisweilen wird angenommen, dass das zweite Differen- 
tial der unabhängigen Veränderlichen g verschwindet. Es hat 
dies den Vorteil, dass die vorhergehenden Formeln beträchtlich 
vereinfacht werden. So gehen z.B. die Gleichungen (e. 41) (e. 42) 
hierdurch über in 

aa eo onaea 2 da)yg, Near (owoL|) 
Bei derselben Voraussetzung erhält man auch: 
ram trggtdagır’ ra +sd.g 
eine Formel, analog dem Taylorschen Satze, auf den wir 
‚später zurückkommen. 

128. Man kann nunmehr auch leicht dritte und höhere Dif- 
ferentiale einer Funktion einer einzigen unabhängigen Variablen 
verstehen. Es ist nämlich das zweite Differential eine Funktion 
der Gröszen g, dg, d’g. Das dritte Differential definiren wir als 
das totale Differential des zweiten, wenn die Gröszen g, dg, d’g 
als unabhängige Variäblen betrachtet werden, und demge- 
mäsz willkürliche Änderungen dg, d’g, d’q erfahren. 

Analoge Definitionen können für die höheren Differentiale 
festgestellt werden. 

Man ersieht leicht, dass man hat 


RR dd RK dQEx + 2dQdx FEQ.x) 
—=(Qd’x + AQd?x) + (2dQd’x + 2d’Qdx) + d’Qdx+a’Q.x) 
— Qa’x + 3ÄaQd’x + 3d’Qdx + A’Q.x 


und allgemein 
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d«Qx — Qdıy + () ala a) u A se | 
BEP - ( dQd’x 4 >) d1Qdx + d"Q.x . (e. 52) 


129. Natürlich können auch partielle Differentiale der zweiten 
und höheren Ordnung gebildet werden. Das erste partielle 
Differential nach g einer Funktion #%g, g’, g”....) ist nämlich 
eine Funktion der Gröszen g, dg, g, g‘.... Bildet man nun 
das erste partielle Differential nach g’ dieser Funktion so ent- 
steht ein Ausdruck, welchen wir mit d,d,F' bezeichnen. 

Einige Beispiele mögen dies erörtern. 


Es sei 
E00 
so ist 
d,F—= dag 
somit wird 


dd, = dg.dg sein. 
Es sei zweitens 
F=g’4°, 
so ist 
d,F = (949 + d9.9)4° 
und 
dyd,F= (gdg + dg.g) (dag + dg.g) = gdg.gdg + dg.ggdg + 
+ 2d9.dg 4 + 49.949 7 
d,d,F = (gd’qg + 2 dg’ + d’g.g?)g” u. Ss. w. 
Es gilt, wie in der Differentialrechnung bei Skalaren der Satz 
ddp nd ee . (e. 53) 
Den Definitionen zufolge ist nämlich 


d,F—= Lim. n Bir 26 ds 7) Kg, Ir) |; Limn— 
. d h I 
dyd,F= dy Lim. n [Flo .- —, g 1) — F(ng oh 
—Limm| Lima n (++) —fF (n+Z,..) | 
m 


— Kr Sj 2 d) a) 1] a ©: 





Lim. n—o. 
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RE dose td re, 
= Ein Timm Beh ln +7...) — rlg+Z, q | | 


2 let. | —- Fgg's..) 1] 


—d, Dim. m [7(a g-+ = =) — F(1g); a 
—t.0r 
130. Eine wichtige Aufeabe, in diesem Abschnitte noch zu 
lösen, ist die Erledigung der Frage, ob bei Quaterniondifferen- 
tialen ein dem Taylorschen Satze analoges Theorem gültig ist. 
In der Tat wird sich ergeben, dass dies bei gewissen Vor- 
aussetzungen der Fall sein kann. 
Die endgültige Form desselben ist, wenn wir eine symboli- 
sche wählen, 
fat ad= (HH E43 +. gr )KDHR (634) 
wobei vorausgesetzt werden musz, dass keine der Gröszen 
f(g+dg), F(g), 4f(g), d’f(g) unendlich grosz wird, und dass 
bei den höheren Differentialen, von d?/(g) an, die Grösze d?y 
der Null gleich gesetzt ist. 
Die obige Form zu erhalten, machen wir die nachstehenden 
Überlegungen. 
Aus der Definition 


d n 
df(g) = Lim. n [7 (7 En =) —f@) |, Lim.n—», 
folgt 
da+a—n |rle+ 2) 
wenn &, eine Grösze ist, welche bei wachsendem n der Null 


sich nähert. 
Daher ist 


rla+ 2) =AD tag) tan... . (58) 


In .dieser Gleichung wollen wir g durch q-+ 2 ersetzen ; es 


soll dann zuerst untersucht werden, was aus d/(g) wird. Nach 
dem Vorhergehenden ist 
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df(d)= (g, da). 


Es soll nun hierin g mit “ wachsen. 


Weil aber nach unsren Voraussetzungen 
dal 
gesetzt wird, so lässt die Gleichung (e. 39) sich vereinfachen 
zur nachstehenden Formel 


Lim.n| 0 (9 +7,29) 0.45) =) 
und somit 
lat a) ++ 
= af) HR + nn 


wo &, der Null sich nähert, wenn n ins Unendliche wächst. 
Die Gleichung (e. 55) liefert nunmehr, wenn wir g durch 


g+ “ ersetzen 


d d h 
Ilor2 2) (ar 2) tm and ++ en ten 
= Kran dflg) TnTÜefg)r2enT ten. (e. 56) 
In gleicher Weise erkennen wir, dass, wenn wir nochmals g 
durch +2 ersetzen, d’/(g) in 
Ef) + nm dfg)+ En 
übergeht. Denn auch d?’/(g) hat jetzt die Form 
Y(9,dg) 


erhalten, und es ist nun 
d 
Mg +2,49) 
zu bestimmen aus 
d 
Lim.n[y(a+2,d9) — 3,0) | = a) 
Somit wird 

d, » 

1(a+ 3%) = A) +3 17 di + 37 Et) + na) + 
+3e.n!+3e,n? ten” 
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und wenn man in es Weise fortfährt, zuletzt 
rat) 
+ (To + (ZH +) er 


=> ) un !-+ e Ey a a Mer -- (”) ne 


Diese Gleichung wollen wir noch eine kleine Abänderung 
erfahren lassen. Die (p +1) ersten Glieder der zweiten Seite 
sollen nämlich hingeschrieben werden; die Summe aller übrigen 
Glieder jedoch wollen wir mit einem einzigen Buchstaben A 
bezeichnen. Es wird sodann 


iR (7 7 = 4) Als (7) n! df(g) + (2) ndf(g)-+.:... 


dat De me ae Bfi)HR.....(e 5% 
wenn. 
a L r ı) n1dH Ag)... & (7) nd» f\g)+ 
Her t)artsud lern 


Lässt man nunmehr m und n ins Unendliche wachsen, derart 
dass 
Lim. (m:n)=1, 
während man p einen endlichen Wert beilegt, so. geht die 

Gleichung (e. 57) über in 


Kat) + HESdH DH 


DH R Mn 58) 


wo A den Grenzwert des vorhergehenden RX’ bedeutet für die 
Annahme 





Lim.m = Lim.n—»®. 

131. Es ist hiermit das Taylor’sche Theorem der Form nach 
hergeleitet. Zu beachten ist dabei, dass dg eine endliche Grösze 
sein kann. Eine bestimmte Gestalt für AR, oder vielmehr Grenz- 
werte, zwischen denen AR enthalten sein musz, haben wir nicht 

12 
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gefunden. Wir wollen dieselben auch nicht suchen. Nur wollen 
wir noch zeigen, dass man bei der Annahme 
die Reihe bei einem beliebigen Gliede abbrechen kann, indem 
die Summe der übrigen Glieder gegen das zuletzt beibehaltene 
verschwindet. \ 

Oder um uns präciser auszudrücken, können wir sagen: 


Wenn 


m Tag =\, 
und die Reihe bei dem Gliede 
UELU N 
TREE ART. 


abgebrochen wird, so musz 
Pam Ti. Img, 
der Null sich nähern, wenn 7Y, endlich ist. 
Unter AR, ist hierbei die Summe aller nach g„ kommenden 
Glieder der Reihe verstanden also 


at j(g) 
TRETEN ek +.R. 

Bei dem Beweise dieses Satzes wollen wir Hanmırton ganz 
folgen. 

Man ersetze in (e. 58) dg durch xdg, und lege sich nun erst 
die Frage vor, welche Änderungen dies in d/(g), Ef(q)s---- 
hervorruft. | 

Nach (e. 4) geht dadurch d/(g) in zd/(g) über, weil d/(q) 
homogen und linear in Bezug auf dg ist. 

Wie schon hervorgehoben, ist d’/(g) bei unsren Voraussetz- 
ungen von der Form w(g, dg). Es ist jedoch leicht zu ersehen, 
dass diese Funktion homogen vom zweiten Grade in Bezug auf 
dq sein soll. Denn es ist.d/(g) eine Summe von Gliedern, welche 
die Gestalt Qdg.Q, haben, wo Q,9, Funktionen von g sind. 
Bei der zweiten Differentiation erhält man, weil d’g—=(, aus 
einem einzigen Gliede 

40.19.09, + Qdg.dQ, 
und hierin sind dQ, dQ, homogen und linear in Bezug auf dg; 
somit wird auch der ganze Ausdruck homogen vom zweiten 
Grade in Bezug auf dg sein. 
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In derselben Weise erkennt man, dass d’f(g) homogen vom 
dritten Grade in Bezug auf dg ist, u. s. w. 
Wir wollen nun die Reihe (e. 58) bei dem Gliede ee 
abbrechen. i 


Die Summe der nachherkommenden Glieder sei R,„_ı und 
dieselbe gehe durch die Substitution von wdg statt dg in R, 
über. Man erhält sodann: | 


Kat a ot + Rd 
+ OHR 


und somit 
— fg + 2dq) — fg) — edf(q) - 2 ag) ER er 
a he BE rer (e. 59) 


Wenn man nun weiter x abnehmen lässt, so wird dadurch 
auch T7.xdg kleiner werden, während jedoch U.xdg ungeändert 
bleibt. Man kann deshalb xdg, für Lim. 2— 0, betrachten als 
einen Quaternion dyg mit fortwährend abnehmendem Tensor aber 
unveränderlichem Versor. 

Wir werden nun zuerst versuchen den Wert zu finden von 


Be 
20) 


Nach (e. 59) wird Lim. R,—=0, wenn Lim. 2 — (0. Dasselbe 
gilt auch von dem Nenner des betrachteten Bruches. Der ge- 
suchte Grenzwert ist deshalb unbestimmt. Es sind jedoch Zähler 
und Nenner als Funktionen des Skalars x zu betrachten; wenn 
dieselben für einen Wert dieses Variablen verschwinden, so gibt 
das in Art. 122 Erörterte das Mittel an, den wahren Wert des 
Bruches zu erhalten. 

Wir wollen nach diesem Artikel die successiven Differential- 
quotienten der Grösze AR, bestimmen, bis wir einen erhalten 
haben, welcher für z=0 endlich bleibt. Dieselben seien mit 
DR,, D’R,.... bezeichnet. Wir finden sodann aus (e. 59) 


für Lim. 2 =. 
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DR,— Dftg-+ adg) — dftg) — af) — "5 dig)... — 


worin noch D/(g-+- xdg) bestimmt werden soll. Es ist 
ba} dır 
Dfgtadg—,Lim| f Het) — Sa+adg) | Lim.n—o , 


—,imal Agtedgtae“) —Natedg) | 








Der Faktor der Grösze = ist aber, der Definition nach, 


das Differential der Funktion f(g—+ zdg), genommen bei der 
Voraussetzung, dass das Differential der unabhängigen Variablen 
mit de. dg bezeichnet wird. Bei der Bezeichnung des Artikels 
114 ist jener Faktor somit die Grösze D(g + xdg, dadg), und 
nach der Gleichung (e. 4) kann dieser Ausdruck ersetzt werden 
durch da df(g 4 xdg). 

Die zuletzt erhaltene Gleichung geht dadurch über in: 


Dfg+aed))=dfg+adg) ...... (e. 61) 


und hieraus erfolgt nun auch weiter 


D’fia + ed) = fg + @dd) 
Anstatt der Gleichung (e. 60) kann dadurch De werden: 
DR, —df(g-+ adg) — dflg) — zdf) — F5 af)... .— 


aM 


u Be Ja) 


und man erhält hieraus weiter: 


D’R,—d’f(g+ 2dg)— ag) - ad’)... — Baar een, 


wen 


D’R,—d’f(q+ #dg) Ef) ed’ f(q).... — N ua, (2 


De R,— de air dg) - ve dig) 
D" R,—d"f(g + adq) 
Der mie Differentialquotient ist, wie hieraus ersichtlich, der 
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erste, welcher für = 0 nicht verschwindet. Berechnen wir auch 
noch den m*® Differentialquotienten des Nenners des in Be- 
tracht gezogenen Bu so finden wir 


Dr  — dnftg) = dnfig) 
Für Lim. = 0, wird RR erhalten 
Lim. nenn Lim. RG T.2dg) N, 
a me en 
Es war jedoch R, der Wert, welchen R,„-ı oder 
AR 
Es anf) ne 


erhielt, wenn man darein nn hatt dg einführte. Der Grenzwert 
der Grösze R, für verschwindendes x kann man deshalb und 
nach den vorhergehenden Erörterungen auch als den Grenzwert 
der Grösze R"-! für ein dg mit verschwindendem Tensor be- 
trachten. 

In gleicher Weise ist 


Fo Ha 





Lim. 3.35 dag) für Lim. 2 =, 
dassselbe wie 
RAHCHE 
oT Na 
für ein dg mit verschwindendem Tensor. 
Somit ist: 
Lim u AN 1, wenn Lim. Tdg = 0 
De \ 
Tas m .m 
oder 
SO ur 
Lim Marne n 
d”f(g) 
1 
und deshalb auch 
Yan 
Lim =), 
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Wenn Tdg der Nullsich nähert, verschwindet somit #,, gegen 
rg) 
Ian: 

beweisen wollten. 
In gleicher Weise hätte man auch beweisen können, dass 
die Grösze 


‚ und dies ist was wir im Anfange dieses Artikels 


fa + da) - Id) —- HM) +3lfD+.:..:..-: Eu a 
bei abnehmendem dg (d. h. wenn Lim. Tdg—=0), der Grösze 
(dg)” 
1:12 


gegenüber, verschwinden musz; ein Satz, welcher bisweilen 
Nutzen gewähren kann. 
132. ‘Wenn 
dd)= Ma dg); 
so wollen wir die Funktion /(g) das Integral der Funktion 
D(g, dg) nennen und mit f'0(g, dg) bezeichnen, oder in Zeichen 


Ad = SM, dq), wenn dflg)=9(g,dg) . . . (e. 62) 

Eine Methode der Integration ist somit die Umkehrung der 

Differentialformeln , und die nachstehenden Integrale sind nach 
(e. 5), (e. 6), (e. 7), (e. 17) unmittelbar hinzuschreiben: 


ö SuogatuN=P...:.... (e. 63) 
SCH TFT gT nenn dat > (e. 64) 
Sedg7+gdgN)=—g°.... (e 65) 

/ ala, Hebe — Lg u > (e. 66) 


Eine zweite Methode, die der partiellen Integration, wird 
der Formel (e. 11) zufolge 
d.0x = Qdx + dQx 
ebenfalls anwendbar sein. Denn aus dieser Formel geht hervor: 
LOOK Te ee (e. 67) 
wie in der Differentialrechnung bei Skalaren. 
Das Theorem is jedoch bisweilen in allgemeinerer Gestalt 
notwendig. Dieselbe kann aus der Formel 


d.Q Q, Q, ge QQAR; E12 QaQı-R; Ar AQ.Q, Q, 
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welche ohne Mühe bewiesen wird, hergeleitet werden und 
lautet: | 
SRAaQ: a = QAQAR — LQAAIRQ — SARA R » » (e. 68) 

Wäre z.B. das in (e. 64) mitgeteilte Integral zu finden, so 
erhielte man 
N E00 Blau 10 ea KO 2 ek rd dgq.gg”' nach (e. 68) 

Sun RI So ar 
wie in (e. 64) schon verzeichnet. 

133. Es sei F(g,dg) eine in Bezug auf dyg homogene und 
lineare Funktion. Fassen wir nur diejenigen Änderungen der 
Grösze qg ins Auge, welche zwischen einem Anfangswerte 9, 
und einem Endwerte g, liegen, und setzen wir voraus, dass die 
Änderung fortwährend stetig erfolgt. 

Die successiven Werte. von g seien mit 


m 


9 dr Ir Trern. 9°, q 
bezeichnet und der Kürze halber möge gesetzt werden 
ggg —dgs..... N PU. 
Die Gröszen g’, g”..... ‚g® seien so gewählt, dass 
IdoyeLag log Tag” 
sämtlich unendlich klein sind. 
Bilden wir nun die Summe 
z.g®, dg®), 
wobei das Zeichen 2 auf die successiven Werte von i Bezug 
nimmt, so wollen wir den Grenzwert derselben bei abnehmen- 
dem dg® das zwischen den Grenzen g, g, genommene 
bestimmte Integral der Funktion F(g, dg) nennen 
und mit 


q9ı 
N F(g, dg) 


bezeichnen. 
In Hinsicht auf den Wert dieses Integrals können nun zwei 
Fälle unterschieden werden. 
1%, Die Funktion F ist das Differential einer en Funk- 
tion f(g), somit 


Fg,d)=dfld) »-::-:..». ur (e. 69) 
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Bei dieser Voraussetzung lässt sich der Wert des bestimmten 
Integrales leicht angeben. Denn es lässt sich nunmehr die 
Gleichung hinschreiben 


fata)=faH+dd+te....... (e. 70) 
fat d)—-Sd=And)+te..... (e. 71) 


Ist nun T7dg sehr klein, so kann gezeigt werden, dass die 

Grösze 

e= fg rd) — fd) — dflg) 
in Verhältnis zu d/(g) verschwinden musz und zwar kann 
dieser Beweis analog dem in Art. 131 geführten gegeben wer- 
den, indem man setzt 
e=fg + edg) — fa) 

und die Grenze sucht, der sich der Bruch e,:xdf(g) bei ab- 
nehmendem x nähert. 

Es mag hierbei bemerkt werden, dass hier in Bezug aut d’y 
keine besondere Annahme gemacht ist. 

Die Gleichung (e.71) kann nun für jeden beliebigen Wert 
der Gröszen g, dg angewandt werden. Wir erhalten dadurch 
das Gleichungssystem 

Ka) — ao) = Fa» Ego) + &o 
JE) —- a) = di, dd)+e 
FE) I) Ag y+e N... (e. 72) 


Pa) NE) = RQP, ag) + € | 
und durch Addition 


fa) - I) = | "Ag tate+ et... ed. (6.78) 


Die Gröszen &, E,....e” sind sämtlich verschwindend klein 
in Verhältnis zu einem jeden der in den Gleichungen (e. 72) 
ihnen vorangehenden Glieder, deren jedes von der Gröszen- 
ordnung der gewählten dgo, dy, dg’,.... ist. Es lässt sich 
hieraus schlieszen, dass die Summe 

uotEete....4 0.0 
von derselben Ordnung wie eine der Gröszen dg,, dg', dg’.... 
sein musz, dass diese Summe somit dem in der Gleichung (e. 72) 
sich vorfindenden bestimmten Integrale gegenüber verschwindet. 


oder 


u 
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Es ist daher schlieszlich 
qı 
u) fa) il "" Fa, da), wenn Hg, d)—dftı) . - - (74) 


Vorausgesetzt ist in dieser Gleichung nur noch, dass in der 
zweiten Seite 7dy verschwindend klein sein musz. 

2°, Ist die Funktion 7 nicht als Differential einer anderen 
Funktion darstellbar, so behält das bestimmte Integral zwar 
einen Sinn insofern dasselbe dem Werte der Summe 

Foo do) + Fe, dd)... .- + Fig®, dg®) 

gleich kommt, allein es ist dieser Wert im allgemeinen nicht 
ein bestimmter. Es geht dies einenteils daraus hervor, dass 
die bei dem vorhergehenden Falle angestellten Betrachtungen 
in diesem Falle nicht mehr anwendbar sind , andrenteils daraus 
dass die Änderung eines Quaternions mittelst derjenigen von 
vier Skalaren ausgedrückt werden kann, und der Wert der 
Summe wird in diesem Falle wesentlich dadurch beeinfluszt, 
in welcher Weise diese Skalare sich ändern. 

Es ist dies ein Analogon der Integration längs verschiedenen 
Wegen, welcher man in der gewöhnlichen Rechnung begegnet, 
und wovon wir wissen, dass dieselbe bei gewissen Funktionen 
(den asynektischen) zu verschiedenen Resultaten führt. 

Ein Beispiel zu diesen Erörterungen- ist 


g9ı 
In a+da)=Ni-9: 


wie auch yg von g, nach g, sich ändern möge. Dagegen hängt 
der Wert des Integrals 


90 
wesentlich von dieser Änderungsweise ab. Man kann somit die 


Funktion gdg + dg.q auch hier eine synektische, die zweite gdq 
eine asynektische nennen. 

134. Zwei Arten der bestimmten Integrale wollen wir noch 
besonders betrachten. Es sind dies die Linien- und die Ober- 
flächenintegrale, denen man bei den Anwendungen häufig be- 
gegnet. | 

Wenn p der Vektor eines Punktes P einer gegebenen Curve 
ist (Fig. 61), aus welchem ein andrer Vektor R gezogen ist, 
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so kann man den Componenten R, des Vektors R in die 

Richtung der Tangente in P 

Fig,b4 bestimmen, und die Grösze 

(T.R,(T.PP') 

R p’ für den Punkt P bilden. 

p Indem man dasselbe Ver- 

fahren in jedem Punkte der 

Curve anwendet und die 

Summe der so erhaltenen 

Gröszen bildet, erhält man 

0 das Linienintegral des 
Vektors R (längs der gegebenen Curve). 

Man kann dasselbe auf sehr einfache Weise mit den Bezeich- 
nungen des Quaternionencaleüls darstellen. Wenn nämlich 
statt PP’ der Vektor dp gesetzt wird, so kann ein Element 
des Integrales durch | 


R 
TR Tap IE 


ausgedrückt werden, und diese Grösze lässt sich einfacher 
schreiben nach dem dritten Abschnitte, nämlich: 
— S. Rd». 


Das Linienintegral ist somit 


Wenn, um zu dem Öberflächenintegrale zu geraten, eine 
gegebene Oberfläche in willkür- 
liche Elemente, die wir vor der 

AR Hand dS nennen wollen, geteilt 
wird, und bei jedem Elemente 
ein Vektor R gezogen ist, so kann 
man den Componenten R, dieses 
Vektors R in die Richtung der 
nach einer bestimmten Seite der 
Oberfläche gezogenen Normale 
construiren, und die Grösze 


(TR.) (Ta$) 


Bi6 62 


r 


bilden. 
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Die Summe aller in dieser Weise erhaltenen Glieder wird 
das Oberflächenintegral der Grösze R (längs der gege- 
benen Öberfläche) genannt. Wir wollen nunmehr einen Aus- 
druck dafür im Quaternionencaleül suchen. 

Wenn wir mit v einen Vektor bezeichnen, welcher in jedem 
Punkte der Oberfläche so construirt wird, dass derselbe der 
Richtung nach mit der Normale zusammenfällt, während 

Tv — Tas, 
so ist das Oberflächenintegral durch 

— ['S.Bv 
darstellbar. 

Wir können jedoch diesem Ausdruck eine präcisere Gestalt 
erteilen, wenn wir nach Art. 23 voraussetzen, der Vektor p 
eines Punktes der Oberfläche sei mittelst zwei Skalare aus- 
gedrückt, wie nachstehend 

P= Yu) a+ fu?) E+ Pu, o)y. 

Denn es wird, wenn wir sodann hieraus das Differential des 
Vektors p in Bezug auf den Skalar u bilden, welches wir mit 
d,p bezeichnen wollen, d,p ein Element einer Curve auf der 
Oberfläche darstellen, weil p und p-+-d,p Vektoren zweier Punkte 
der Oberfläche sind. Dasselbe gilt auch von der Grösze dyp. 

Wenn wir nun die Grösze 

S.Rd,pd,p 
bilden, so ist dieselbe nach (c. 36) dem Volumen des auf den 
Vektoren R,d,p, d,p als Seitenlinien construirten Parallelepipeds 
gleich, und es kommt dieses Volumen auch dem Ausdruck 

(TR,) (128) 
gleich. Somit erhalten wir für das Oberflächenintegral die ein- 
fache Bezeichnung 

af. Rehipdsos re ta). (e. 76) 

wo die Wahl des Zeichens dadurch bestimmt werden soll, nach 
welcher Seite hin die Normale gezogen gedacht ist. 


AUFLÖSUNG VON QUATERNIONGLEICHUNGEN 
ERSTEN GRADEN. 


135. Als eine lineare Quaterniongleichung oder eine Quater- 
niongleichung ersten Grades betrachten wir den Ausdruck 
ID)=®; 
wo c ein constanter Quaternion ist, wenn die Funktion / der 
Bedingung unterworfen ist: 
Moe) IE) rg) er (1) 

Im allgemeinen wollen wir im Nachstehenden den unbe- 
kannten Quaternion mit g, diejenigen Quaternionen, welche 
bekannt vorausgesetzt werden mit a',b',c,d,...., d,b".... 
bezeichnen. 

Die bekannten Quaternionen können auch zu Skalaren de- 
generirt sein. 

Die einzelnen Glieder der ersten Seite einer Gleichung der 
betrachteten Art können nur einer der nachstehenden drei 
Formen angehören: 

1%. agb, wo a, b auch aus einem Produkte mehrerer be- 
kannten Quaternionen bestehen können, 

29. a'S.b'gc', 

3%. a Vb"ge”).d”. 

Dieselbe Bemerkung, welche auf a, 5 sub 1° Bezug hatte, 
ist auch auf a, b’ c', a”, b”, ce”, d” anwendbar. 

Es kommen jedoch unter diesen drei Formen nur zwei we- 
sentlich verschiedene vor; denn man erhält die nachstehenden 
Transformationen: 
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Sr (f. 2) 

a.S.b'gc = a’lb'ge' — V.ö’ge) = ab’ge — a V.b'gc. . . (f. 3) 

a V(b” ge"). d’—=a"(b" ge" — Sb" ge Ja —a"b" ge" — ad" Sb" ge". (f. 4) 

wodurch eine jede der ursprünglichen Formen auf die beiden 
anderen reducirt werden kann. 

Wenn wir die allgemeinste Form der Quaterniongleichung 
ersten Grades angeben wollen, so können wir demnach dazu 
wählen | | 

Saar de. (f. 5) 
und bevor wir zur Transformation derselben schreiten, wollen 
wir die Gestalt der Glieder cS.a’gb’ noch vereinfachen. 

Es ist nämlich 
S.a'gb' = S(a’g.b') = S(b..a'g) nach (b. 153) = S(b’a’.g) = S.eg , (f. 6) 
wenn b’a durch e ersetzt wird. 

Daher geht die Gleichung (.5) über in 

Dagb 2 CS,eg A ee ee ee (7) 
und wir wollen uns zunächst damit beschäftigen daraus eine 
sogenannte lineare Vektorgleichung herzuleiten. 

136. Wir nehmen zu diesem Zwecke die Skalarteile der 
beiden Seiten der Gleichung, welche nach (b. 95) eine neue 
Gleichung bilden. Dabei werden wir jedoch beachten müssen, 
dass | 

S.agb —= S.bag nach ( f. 6) =SbaSg +8. VbaVg nach (b. 149) 

S.cSeg = SegSce nach (b. 102) 
= ($e89--8. Ve Vg)Se nach (b. 149) — ScSeSg-8.Sc Ve Vg 

Wir erhalten demnach durch die Operation des Symbols S 
an die Gleichung (f. 7) 

[2Sba + 2ScSe]Syg + S.[z Vba + 2ScVe]Vy—=Sd. . (f.8) 

Setzen wir noch 

zSba 1 zSce—m, ZVbat 2ScVe=a....(f.9) 

wo der Bedeutung nach m eine Skalargrösze, x ein rechter 
Quotient (oder dessen Index) ist, so haben wir erhalten 

0108.29 = Sdmianl. zadasleir (f. 10) 

In gleicher Weise wollen wir an die Gleichung (/.7) die 
Operation V anwenden und dabei beachten, dass 
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V.agb—V.(ag)b= Sag Vb-+-SbVag+ V.Vag.Vb nach. (b. 149) 
—(SaSg+S.VaVg)Vb-+ Sb(SaVg-+SgVa+V.VaVg)+ 
—+ V.(SaVg+S8gVa+V.VaVg)Vb 
—(SaVb-+SbVa+V.VaVb)Sg-+VbS.VaVg+ 
+ V.(SaSb + SbVa+SaVb)Vg-+V.(V.VaVo)Vb 
Nehmen wir für sich | 
V.(V.VaVg)Vb= — V.(VbV.VaVg)—= | 
— — VgS.VaVb + VaS.VbVg nach (c. 40) 
so wird weiter 
V.agb=(SaVb-+Sb Va+V.VaVb)Sg+VbS.VaVg+Vas.VbVe 
+V.(SaSb + SbVa-+ SaVb — S.VaVb)Vy 
—VabSg-+Va S.VbVg-+VbS.VaVg-+ 
+-V.(Sb Va-+ SaVb 4 SaSb — S.VaVb)Vg 

Noch ist 

V.cSeg = SeqVc= (SeSg + S.VeVg)Ve nach (b. 149) = 
—= SeVc8g + Ve 8.VeVg. | 

Das Resultat der Operation V an die Gleichung (/.7) ist 
somit 
(ZVab + ZSeVc)Sg + V.z(Sb Va - SaVb + SaSb — S.VaVb)Vg 
+ (2VaS.VbVg+EVb S.VaVg+ Ve S.VeVg)= Va (f.11) 
oder, indem wir weiter setzen 

ZVab+:2SeVe=ß, ZSbVatxzSaVb=y, 
2(8085. 8. VaVb\= ir (f. 12) 
wo der Bedeutung nach 2 und y rechte Quotienten oder Vek- 
toren sind, k ein Skalar ist, so erhalten wir 
BSg + V(k+y)Vg +EVaSs.VbVg+zZVbS.VaVg + 
HEN Ss Perd)—= Vdrcsar in een: (f. 13) 

Zwischen (/. 10) und (/.13) kann Sy eliminirt werden. Das 

Resultat dieser Elimination ist 
mV.(k+Yy)Vg + (mzVaSs.VbVg-+ mZVbS8.VaVg + 
+ mE Ve S.VeVg — BS.2Vg) = mVd — ßSd. 

Jedes Glied des zwischen Klammern eingeschlossenen Aus- 
drucks ist von der Form ,8.ß.Vg, wo &,, 8 Vektoren be- 
deuten. Die zweite Seite der Gleichung ist ein Vektor, m(k-1y) 
ein willkürlicher Quaternion. Setzt man noch 


Va pinnlam Slate Meate (‚f. 14) 
so ist die Gleichung (/. 13) von der Form 
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Vrt+ zuSßp=I... 2" (f. 15) 
wo r einen willkürlichen Quaternion bedeutet. Das Zeichen & 
hat Bezug auf die Verschiedenheit der Gröszen &,, ß.. 

Der ersten Seite der Gleichung (f. 15) ist von Hamıtrox der 
Name einer linearen Vektorfunktion eines Vektors 
beigelest worden, und bei den späteren Untersuchungen ist diese 
Funktion mit ®p bezeichnet. Der Definition nach ist deshalb 

| Da ara 1 E89 Ne leur (‚f. 16) 

In diesem Symbole bedeutet ® ein Öperationszeichen an den 
Vektor p wirkend, und wir wollen im Folgenden stets an- 
nehmen, der Operator ® wirke an den rechts von demselben 
stehenden Vektor, so dass ®VAx das Hesultat der Operation 
® an den Vektor Vi bedeutet. 

Soll dieses Resultat durch einen neuen Vektor oder an 
einen Quaternion g multiplieirt werden, so wollen wir dies wie 
nachstehend schreiben 

DVru:g. 
Jedoch sei unter Pp®s ohne weiteres das Produkt der Vektoren 
Dr und Dr verstanden. 

Wenn & an eine Summe von Vektoren operirt, so wird 
dieselbe zwischen Klammern gesetzt. 

Der Deutlichkeit halber kann auch bisweilen, wenn p eine 
verwickelte Gestalt hat, anstatt Dp das Zeichen (pr) geschrieben 
werden. 


137. Es gilt zunächst die Gleichung (f. 15) oder 


De een u... 02.17) 
aufzulösen. Die Lösung stellt HamıLron wie nachstehend dar 
pie DO HL RANRATRIT (f. 18) 


und es ist diese Gleichung als die Definition des Operators @-! 
zu betrachten. 
138. Die Funktion & hat einige wichtigen Eigenschaften 
19. Dar Eon nn u. (f. 19) 
denn es ist | | 
Vrpß+o+t..)= Vn+rr t..)= Vrp + Vrot.... 
und 
str) rl Bi .) > a Sp + SRr7 + ....) 
—= 0,86, + 2,87 + +. 
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Es kann diese Eigenschaft auch als Definition der linearen 
Vektorfunktion gewählt werden. 
2 DE De ae (‚f. 20) 
wenn x skalar ist. Dies folgt unmittelbar aus dem vorigen 
Satze. 


3°, IMMER: ale re ande: (21) 
Es ıst nämlich: i 


dp=Limn| &(r+ 2 _ 9] —Lim.n [940% -- | nach (/.19) 


—Lim.n® er —0dp nach (f. 20). 


Analoge Eigenschaften sind auch bei der Funktion P! gültig. 
Es folgt nämlich aus (/. 19) 
p+F mar DE DE Pz 
Wenn nun 
Do 0, Vo er urd we 
so ist 
= O0, o=Dre usw. 
und indem diese Resultate in die zuletzt erhaltene Gleichung 
eingeführt werden: 
Gr oe oe 22 

Diese Gleichung spricht aus, dass auch die Eankron Dar 
eine lineare Vektorfunktion ist. 

Aus derselben ist weiter herzuleiten, wie bei der Funktion 
& geschehen, 

aa ad, de — Da. ..... (23) 

139. Wie die Gleichung (f. 17) aussagt, oder auch die De- 
finitionsgleichung (/. 16), ist ®p ein Vektor, nämlich ©. 

Man kann somit auf diesen Vektor aufs neue die Operation 
® anwenden; das Resultat, welches wir mit Pr oder kürzer 
mit ®?5 bezeichnen wollen, ist ein neuer Vektor. Auf denselben 
können wir wieder die Operation ® anwenden und erhalten 
dadurch den Vektor ®°,, u. s. w. 

Dergleichen Betrachtungen lassen sich bei der Funktion ®-! 
durchführen. 

Nach der Definitionsgleichung (/. 18) ist ®-15 ein Vektor. 
Wenn wir daher an diesen aufs neue mit dem Symbol 1 
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operiren, so wird das Resultat ein neuer Vektor ®-10=3 sein, 
den wir mit @°5% bezeichnen, u. Ss. w. 

Es wird hierdurch die Bedeutung der Symbole &%, 878, 
wo k und / ganze arithmetische Zahlen sind, ohne weiteres 
einleuchten. 

Den Definitionen zufolge gelten nun die beiden nachstehen- 
den Gleichungen. 

Do Dune tie (f.24) 

Weiter ist 

Im —d, =D —p.... (f.24*) 

Die Funktionen 

KOT er ia Der 
und ebenfalls 
ee ah... 
werden den Definitionen zufolge lineare Vektorfunktionen sein 
müssen; es gelten für dieselben , wie leicht nachgewiesen wird, 
die Eigenschaften durch (f. 19), (f. 22) ausgesprochen. Die 
beiden letzteren Gleichungen können leicht verallgemeinert wer- 
den, und man erhält in dieser Weise die beiden nachstehenden 
Relationen: 
BD een rien. (f. 25) 
für alle ganze arithmetische Werte von &k, !. Denn es ist 
DD} — PR-19P-19-4-D3 nach (f. 24) 
— 0 Dell nach(. 24*) 

Man kann daher den Index % jedesmal um eins verringern, 
bis man auf (f. 24*) kommt. 

Weiter kann hieraus gefolgert werden 

ol Dir wenn! kızil 
und 
| u se (f.26) 
gap =D wenn k<l | 
und 
— 9-%-D, wenn k>|1 
Wir wollen die vier zuletzt geschriebenen Gleichungen nicht 
alle beweisen. Wir nehmen nur z. B. für den Fall A>1I 
pp — Dr-Inplo-!3 nach (f. 24) —= 275 nach (f. 25); 
für den Fall A < 1 
13 
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or BT barnach (7924) — mer amäche( 7.20) 

Man ersieht unmittelbar, dass die Gleichungen (/. 26): sich 
zu zweien zusammenziehen lassen. 

140. Es gibt eine bestimmte Funktion, welche HAnmıLtox in 
dieser Theorie mit &’p bezeichnet, welche zu &p in einer ge- 
wissen Beziehung steht, und bei der Auflösung der linearen 
Gleichung eine wichtige Rolle spielt. Mit derselben wollen wir 
uns in diesem Artikel beschäftigen. Um zu ihrer Definition zu 
geraten, fangen wir damit an S.rdp zu transformiren, wo c 
einen neuen Vektor bedeutet. Wir erhalten, indem wir auf die 
Gleichung (,f. 16) achten: 

ScDp = S.cVre + ZS.ca, Sß,o, 
wo das Zeichen = auf die Indices % Bezug nimmt. Weiter 
wird nun 
S. Vrp = S.oro, weil S.Srp — 0 
— S.0(8r 4 Vr)p = SrSop + S.c(Vr)p 
— SrSpe — S.p(Vr)e, nach (c. 39) 
—= $.(Sr)r — S.p(Vr)s = S.0(Kr)e 
S.02,.Sßıp = SßıpSca, nach (b. 102) = Spß,Sz,r nach (c. 16) = 
— $.pß,S2,C. 
Und hierdurch wird schlieszlich 
S.Dp = S.p(Kr)s + 2888,70 2... 0... WEN) 

Die im Anfange dieses Artikels erwähnte Funktion _’p de- 

finiren wir nun durch die Gleichung | 
a I ae Sue: (f. 28) 

Es entsteht somit die Funktion ®’ aus &, indem der Qua- 
ternion r durch dessen Conjugirten ersetzt und die Symbole 
%, £, mit einander umgetauscht werden. Die Gleichung (/. 27) 
lässt sich nun aber auch in die nachfolgende Gestalt schreiben 

Sao ee (f. 29) 
und diese Gleichung spricht die wichtigste Eigenschaft der 
Funktion ® aus. Wir werden diese Relation im weiteren oft- 
mals anwenden. 

Hanmıtron nennt die Funktion ® die conjugirte der 
Funktion-d. 

141. Es mögen in diesem Artikel einige weiteren Eigen- 
schaften der conjugirten Funktion Platz finden. 


195 


Die conjugirte der conjugirten Funktion ist die ursprüng- 
liche Funktion ®. Denn es ist XKr=y, und die neue Ver- 
tauschung der a;, 8 führt diese Gröszen an ihre ursprüng- 
lichen Stellen zurück. 

Die conjugirte der Funktion ®-+ © ist die Funktion selbst, 
weil durch die Umänderungen ® in ® und ®’ in ® übergeht. 
Mann nennt deshalb D+ X eine selbstconjugirte 
Funktion. 

Wenn man in der Gleichung (f. 29) a = annimmt, so wird 
erhalten 

SD = Sp oder S.p[dp — Pr] =. 
Wenn wir noch (® — Op statt Do — Op einführen, so ist 
Se? -— PP. 

Weil & und &p Vektoren sind, so ist ihre Differenz eben- 
falls ein Vektor. Nach (c.29) erhalten wir nun den Satz: 

Der Vektor (D — O)p ist stets senkrecht zu p. 

Weil ©, ein Vektor ist, so hat der Ausdruck PP’ auch 
einen Sinn. 

Es ist ein Leichtes darzutun, dass die Funktion ®% selbst- 
conjugirt ist. 

Denn man erhält 

S.eDP’r = S.pT|P’r] nach unserer Annahme, 
—= 8.0’rQp nach (f. 29) = S.P'pP’r nach (c. 16) 
— S.rd[P'7] nach (f. 29) = S.rdY 

Wenn unter x eine Skalargrösze verstanden wird, so kann 
an einen Vektor p die Operation ®-+ x vollzogen werden, 
indem wir setzen 

+ =Mmtap 
und das Resultat ist aufs neue eine lineare Vektorfunktion. 
Es ist sodann weiter: 
S.(D + za) = S.c[dp + we] = S.rDdo + Scap = 
— SD + »S.po = S.p(® + z)r 
oder kurz 
Seld 2 =: 80-2)... (f. 30) 

Hieraus erhellt, dass die Funktion &—+ x die conjugirte der 
Funktion @D-+ « ist. 

142. Hsmıvron hat eine allgemeine Methode angegeben die 
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lineare Vektorgleichung (/.17) aufzulösen. Es wird hierdurch 
bei jeder linearen Quaterniongleichung der Vektorteil des un- 
bekannten Quaternions bestimmt. Nachher kann mit Hülfe der 
Gleichung (f.10) oder auch der Gleichung (/. 13) der Skalar- 
teil bestimmt werden, wodurch das Problem der Auflösung der 
allgemeinen linearen Gleichung Schwierigkeiten zu bieten nicht 
mehr im Stande ist. 

In den nachfolgenden Artikeln wollen wir die HAmILron- 
sche Methode darstellen. 

143. Wir wählen zwei ganz willkürliche Vektoren A, & 
und bilden mit Hülfe derselben den neueu Vektor /VYAx oder 
kurz Fir. Wie im dritten Abschnitte dargetan ist, ist der 
Vektor VAu senkrecht zu A und « beiden, oder in Formeln 

SaVaa =0 nach Art. 88, SuM ru —0...(f.31) 

Somit können wir nach (/. 24*) auch schreiben: 

SA0a-1 ru —=0, Supra =0.... (f.31*) 
und indem man auf jede der beiden ersten Seiten dieser Re- 
lationen die Gleichung (f. 29) anwendet, erhält man 

Sp! Ma. pr] = 0, SI[p-1VrR. ou] —= 0, 
woraus wir schlieszen können, dass der Vektor ®-1VAu senk- 
recht zu den beiden anderen Dr, ®'« ist. Dieselbe Eigenschaft 
besitzt jedoch auch der Vektor V.prp'a, sodass die beiden 
Vektoren 
9-1Yau), VOR) (e) 

der Richtung nach zusammenfallen müssen. Man kann daher 
setzen 


TO VAR VD 1 N (f. 32) 
wenn x ein Skalar ist. 

Wir können weiter einen dritten, mit den beiden vorigen 
A, 4 nicht complanaren Vektor v wählen und $v bilden. Wenn 
wir die beiden Seiten der Gleichung (/. 32) mit ®’v multipli- 
ciren und die Skalarteile nachher einander gleich setzen, so 
wird erhalten . : 

28.2 vo! Vru = S[pv.Voadul. .. .. - (f. 33) 

Die beiden Seiten dieser Gleichung können ohne Schwierig- 

keit transformirt werden. Wir nehmen jede für sich 
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S.0vD1 Vru=S.D—! Vruop'vnach(e.16)=8.,0[9! Vau]nach( f.29) 
—=S$.vV iu, nach (f. 24°) = S.v1& = SAuv 
SI[pv.Vord'a] = S.Dvord'a, weil Dv.SpaD’a ein Vektor ist, 
— 8.010 ao". 

Wenn man diese Werte in die ns (7: 32) einführt, 

erhält man 
m Se eich wi (‚f. 34) 

144. Es sind hierin A, #, v drei ganz willkürliche Vekto- 
ren. Hat man eine bestimmte Wahl gemacht und wählt man 
nachher drei andere Vektoren x, ß, y, so müssen die beiden 
Resultate für x übereinstimmen. Es ist dies leicht zu zeigen; 
die beiden Funktionen S.aav, S.oro'ad'v besitzen nämlich 
Invariantencharakter, wie wir dartun wollen. 

Nach Art. 22 oder nach Art. 88 kann man nämlich jeden 
beliebigen Vektor in drei anderen nicht complanaren linear 
ausdrücken. Wir setzen deshalb 
»=a0+b,P+aY, a =a,a+b,ß4te,y, v=a,a+b,8-+6,y (f. 39) 
WO q,, 01, €, Ay} Ög1 Cgy Ag, Ögy Cz, Skalare sind, und wenden diese 
Substitution bei dem Zähler und dem Nenner der zweiten Seite 
der Gleichung (/. 34) an. 


Es wird sodann 


Pr=Glaarb,ß+cr) = aa) tod +SLC, y) nach (f. 19) 
oder 
M—=aPpae+bPR+ cr, nach (f.20)... (f. 36) 


Die Funktion & besitzt nämlich, wie unmittelbar einleuchten 
musz, die im Art. 138 mitgeteilten Rigenschaften der Funktion &. 

Es folgt aus der Gleichung (/. 36) für & A, der sich zwei 
analoge Relationen für &’x, ©v anschlieszen, dass diese Funk- 
tionen nach denselben Formeln transformirt werden, wie die 
Gröszen A, #, v. Die Transformation einer der beiden Gröszen 
S.ruv, S.DADduO'v macht somit auch die der anderen bekannt. 

Nach einiger Rechnung findet man leicht 
Sau = a B+ cr) (me +5,ß+ %Y) (a8 + b;8- 6,9)= 


a, d,'C 





Saßy. 


— a,b, c, 








Az b, (3 
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Durch die Substitution (/. 35) werden demnach Zähler und 
Nenner des Ausdruckes für z mit derselben Grösze, der Sub- 
stitutionsdeterminante multiplieirt. Der Wert der Grösze x bleibt 
daher ungeändert, wie zu beweisen war. 

145, Wir wollen nun die Hamttronsche Lösungsmethode 
weiter auseinandersetzen und kehren wieder zu den beiden 
Gleichungen (/. 31) zurück. Statt derselben können wir auch 
die beiden nachstehenden setzen 
SaMo+mO+m Pre] =0, Sutötm)otm) Par] =0, 
wo m eine Skalargrösze ist, und das Symbol (® + m)! in 
gleicher Weise wie ®-! gedeutet werden soll. 

Wendet man nun bei jeder dieser Relationen die Gleichung 
(f. 30) an, so lassen sich dieselben wie die Relationen (/. 31*) 
transformiren und man schlieszt daraus, dass eine Gleichung 
von der Form (f. 32) auch für die Funktion ®-+ m gültig sein 
musz. Nennt man x„ den Wert, welchen die Grösze x der 
Gleichung (f. 32) für diesen Fall erhält, so gilt demnach: 

and + m) Pau = VS + m)ad + me. . - (f37) 

Die zweite Seite dieser Gleichung wollen wir zuerst trans- 
formiren 
+ m) + m)a= TLER male + mu] 

— V.[Oro (a) mad auto ram] 
— V.Or dam Vlradator.uitm? Var 
Bezeichnen wir der Kürze halber den Vektor 
VıroßR+Orel mit v, 
so ist 
Salz Srj rd a + Yr.ul=S[rP Re], weil A’O'a ein Vektor ist, 
— — S.rud'r nach (c. 39) = — S.(ViaR)Pr = 
— — $S.10V Au nach (f. 29) 
Sur =S.u) da + Yrul =Surda+S[ah ra] = Sand le), 
weil nach (c. 39) 
STaor.u] = — SO r = 0. 
Es wird nun weiter: 
Sud = — S.(Mra)d a = — S.uDVrR. 

Man kann nach den hier erhaltenen Resultaten somit auch 

schreiben 
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Sally +BVrau]=0, Selb +DVrR] = 0, 
woraus nach (c. 29) geschlossen wird, dass der Vektor +5 VA 
senkrecht zu A, & beiden ist, und deshalb der Richtung nach 
mit Vi zusammenfällt. Es kann daher gesetzt werden 
vV-+oNVie =aVru oder = (a — D)Vru 
wo a ein Skalar ist. Wir sind somit berechtigt die Grösze ı 
oder 
Vrda+ Pre 
als eine Funktion YVA% des Vektors VA allein zu betrachten. 
Die zweite Seite der Gleichung (f. 37), welche in die Form 
geraten war 
v.oHDdR + mV/ıoR + OR. A + m’Viu 
kann nun weiter transformirt werden. Indem man die Gleichung 
(/. 32) beachtet, wird erhalten 
DI Vra + mp Var 4 m?’VaR oder (ad! + mi + m?) Var 
in symbolischer Gestalt. Anstatt ( 37) wird somit gelten 
DB + m) Vie — (ed mi m?) Via . . (/.38) 
und wenn man jetzt an die beiden Seiten dieser Gleichung 
mit dem Symbol &®-+ m operirt, entsteht 
2 Va = (Bm) (aD! - mb m?) VrR 
oder ; 
En ra — [a + m(Db 4 aD) + m’ 4 W) + m? Var. (f. 39) 
Wenn man jedoch bei der Gleichung (/. 37) wie. bei (/. 32) 
verfahren hätte, somit dieselbe unmittelbar mit (®-+ m)v mul- 
tiplieirt und die Skalarteile der beiden Seiten es gleich 
gesetzt hätte, so wäre erhalten 


N AI 
Aav 
analog der Gleichung (f. 34) 
Es ist der Zähler dieser Ausdrucks der Bedeutung nach 
— (0% + ma) (du + ma) (0 + m) 
— 8.010 adv + mS.Iad/adı, + add + vordere 
+ m?S.|uvd’r + vad'u + Audv| 4 m?S.rav 

und es erhellt hieraus, dass dieser Zähler wieder Invarianten- 
charakter besitzt. 
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Setzen wir noch: 
EEE ER TERN 
Sr 
 S[lavd’a + vad’a + Auo'v] 
2 S.Auv 
so werden x, &,, bei der Änderung der Vektoren A, @, v 
denselben Wert behalten. 
Die Gleichung (. 40) geht nun weiter über in 
ent me mer (f. 42) 
Die Vergleichung dieses Resultats mit der Gleichung (f. 39) 
liefert eine Relation, in der m alle möglichen Werte erhalten 
kaun. Dieselbe kann somit nur bestehen, wenn die Coefficienten 
der gleichen Potenzen der Grösze m einander gleich sind, wo- 
durch das System der symbolischen Gleichungen erhalten wird 
Mrat=n, P+V=m......(J.43) 
Die zweite dieser Gleichungen stimmt mit einer vorher für 
die Funktion % hergeleiteten Relation überein ; nur erscheint 
hier die ganz bestimmte Skalargrösze z,, während in der vor- 
hergehenden Relation ein unbestimmter Skalar a sich vorfand. 
Man findet hieraus 


. (41) 


Vi, —oD pa ac. Por a ra ER 44) 

Die Elimination der Funktion % zwischen den beiden Glei- 

chungen (/.43) führt zu einer Beziehung, welche für die 

Theorie der Auflösung der linearen Gleichungen die gröszte 

Wichtigkeit hat, weil dieselbe die Auflösung, wie wir bald 

ersehen werden, in sich schlieszt. Es ergibt sich durch jene 
Elimination : 


dt, ta —- =). ...... (f. 45) 
Nun war jedoch unsrer Voraussetzung gemäsz 
P=9p72 


die Auflösung der gegebenen Gleichung. Lässt man in (/. 45) 
die Symbole an den Vektor 3 wirken, so ist 


dr, DHPI..... A L. 46) 
Ep —=iRd.,— DIT D8. nes (f. 47) 


wodurch p gefunden ist. 


und demgemäsz 
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146. Durch die Gleichung (,/. 46) wird die umgekehrte 
Operation ®-! in der direkten Operation ® ausgedrückt, Zumeist 
aber wird dieser Gleichung und der ursprünglicheren Relation 
(f. 45) eine andre Gestalt erteilt. Vollzieht man nämlich an 
(f. 45) die Operation ® und beachtet man, dass ®(0) der Be- 
deutung nach verschwindet, so erhält man mit Rücksicht auf 
die Eigenschaften der Funktion ® in Art. 138 

2— 2.9 +20 —-09°=0...... (,f. 48) 

Man pflest somit zu sagen, die Funktion ® genüge einer 
bestimmten symbolischen kubischen Gleichung. Es ist dieselbe 
von Hamıtron ausführlich diskutirt worden, wie auch die oben 
eingeführte Funktion % und eine andere dazu in Beziehung 
stehende, welche wir nicht benutzt haben. Auf diese Diskussion 
wollen wir nicht weiter eingehen; nur seien einige speciellen 
Fälle erörtert. 

147. Die für die Gröszen x, x,, x, angegebenen Werte 
(f. 34) (f.4l) haben den gemeinschaftlichen Nenner S,.Auv, 
welcher nach unsrer Voraussetzung, es seien A, &, v nicht 
complanar, niemals verschwinden kann. Wenn ausserdem 7A, 
Ta, Tv endlich sind, so kann nach (c. 36) S.ruv auch nicht 
ins Unendliche wachsen. Es kann somit der Fall nicht ein- 
treten, dass x, @,, x, unbestimmt würden. 

‚Verschwinden jedoch kann eine oder können mehrere dieser 
Gröszen wohl. Wir wollen zunächst den. Fall betrachten, wo x 
der Null gleich wird. Es erfordert dies, dass S.PAoQ’aD'v ver- 
schwindet, oder nach (c. 37), dass die Vektoren PA, Pa, D'v 
complanar sind. Es besteht somit ein Vektor =, welcher zu 
den drei vorigen senkrecht ist; nach’ (c. 28) soll sodann 

Sadr =0, Srdu—0, Sadv—0 
oder nach (f. 29) RR 
SAadr—=0, Sudr =0, Svwör=0.... (f.49) 
°148. Wir wollen nun aber zeigen, dass ein Vektor &, wel- 
cher drei Bedingungen von der Form 
S.AR — 0, Sa = 0, S.vx ANAL FD (BR 50) 
genügt, wo A, %, v drei willkürliche nicht complanare Vek- 
toren bedeuten, notwendig verschwinden musz; ein »atz, 
welcher nachher sich noch nützlich erweisen wird. 
13* 
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Wenn «& nicht verschwände, so würden die drei Gleichungen 
(f. 50) aussagen, dass & zu den drei Vektoren A, z,v senkrecht 
steht, und dies ist offenbar unmöglich. 

149. Nach dem vorigen Artikel kann aus (f. 49) geschlossen 
werden, dass ®r verschwindet. Der Vektor =, welchen wir in 
Art. 147 einführten, soll somit der Gleichung genügen 

rel. at saoahan 1) 

Aus der Form der Funktion & schlieszt man unmittelbar , 
dass wenn der Gleichung (f. 51) genügt, dasselbe ebenfalls 
von yr gelten musz, wo y skalar ist, Den Einheitsvektor, 
welcher der Gleichung (/.51) Genüge leistet, wollen wir Ur 
‘nennen; es ist sodann allgemein yUr eine Lösung jener 
Gleichung. | 

Weil V.Pr®u ein zu den beiden Vektoren DA, Du senk- 
rechter Vektor ist, so musz derselbe der Richtung nach mit 
Ur zusammenfallen, Man kann deshalb in diesem Falle setzen 

re yUR vun. sis (f. 92) 
wo der Wert der Grösze y mit der Wahl der Vektoren A, % 
sich ändert. 

150. Die Gleichung (/f. 32) verliert in diesem Falle seine 
Bedeutung; an ihre Stelle tritt die Beziehung (f. 52) und mit 
derselben kann nun leicht die Auflösung weiter verfolgt werden. 

Wenn wir nun nämlich in diesem Falle wie in Art. 145 
verfahren, so bleiben ‚alle dort erhaltenen Formeln bestehen; 
nur wird das Resultat der Transformation der zweiten Seite 
der Gleichung (,f. 37) | | 

yUr+ (mp + m’) Var 
und somit geht die Gleichung (/.38) in die nachstehende 
über | 
(ld + m) Var = yUr-+ (mb — m?)VaR ...(f. 33) 
An dieses Resultat wollen wir nun mit dem Symbole + % 
operiren. ; 

Wenn dabei die Gleichung (/. 51) beachtet wird, so ergibt 
sıch dadurch | 

2, Var = my Ur + [mob + m!® 4 y) + m?]VaR . (f. 54) 

Es geht weiter (/. 42) über in: 


Zn = ma, A m?z, 4 m?, 
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wo die Symbole an jeden beliebigen Vektor operiren können. 
Wenn män hierzu ViA& wählt und das Resultat mit der Glei- 
chung (/. 54) verbindet, so entspringt hieraus das System der 
Gleichungen : 

2, V/ıe =yUr+ DbVru, 2, V/ra—=(D-+Y)NiR. 

Der Wert des Skalars y ist von der Wahl der Vektoren A, & 
abhängig und soll nach (/. 52) bestimmt werden: 

y= TV.o OR. 

Nun kann aber dargetan werden, dass V.P’r0'« eine Funk- 
tion der Grösze VA ist. (Man sehe Art. 181.) Setzt man statt 
Yıu einen willkürlichen Vektor «, so ist in den vorhergehen- 
den Gleichungen der Wert von y durch die für r getroffene 
Wahl bestimmt, und dieselben gehen über in 

20 =yUr+9Qvo, 20 =(®P-+Y)e....(f.55) 
und indem nunmehr Y% eliminirt wird, erhält man 
20 — 09° +0 =yUr....... (f. 56) 
In dieser Gleichung wollen wir nun noch ®-!8 statt co ein- 
führen. Es entsteht sodann 
2, D5= 2,9 — DI + yUr 
und die gesuchte Lösung der linearen Gleichung wäre somit 
FRA OT YURrDEr 0: (f. 57) 

Es erscheint hier ö ausgedrückt mittelst 3, Ur und eines 
bestimmten Skalars y. Man ersieht aber leicht, dass man diesem 
letzteren jeden beliebigen Wert beilegen kann. Denn nennt man 
den Wert von p aus (f.97) p,, 80 wissen wir dass derselbe 
der gegebenen linearen Gleichung genügt. Es ist daher 


| De, (‚f. 58) 
Nun ist weiter 
a +nUr)= Dr, +nQ(Ur) nach (f.19) = 0 nach (. 58), (/.51) 


und hieraus schlieszt man, dass auch 7, +nÜUr, wo n einen 
beliebigen Skalar bedeutet, der gegebenen Gleichung genügt. 
Die Lösung der Vektorgleichung ist daher (/.57), wenn 
darin y einen neuen willkürlichen Skalarcoeflicienten bedeutet. 
151. Wenn auszer @=0 auch z,=0 stattfindet, so kann 
man in der Gleichung (/.56), welche für diesen Fall in 


9 — Der = —yUm..,..... (f. 59) 
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übergegangen ist, &7°5 statt « schreiben und erhält dadurch 
schlieszlich | 
2A er (‚f. 60) 

152. In den vorhergehenden Artikeln ist die allgemeine 
Hamıttonsche Methode der Lösung linearer Gleichungen kurz 
erörtert. Dieselbe erfordert, wie daraus ersichtlich, zuerst die 
Bestimmung der drei Skalarcoeflicienten x, &, x, nach den 
Gleichungen (f. 34), (f. 41). Es ist dies meistens eine ziemlich 
weitläufige Berechnung und es verdient daher den Vorzug, 
dieselbe auf einfachere Weise zu bestimmen. 

‚Dieser Weg besteht darin, dass in der allgemeinen Formel 
(f. 48) oder 

2--2.09+,9°—- =0 

die Operationen nach einander an drei bekannten Vektoren 
vollzogen werden, wodurch man drei Gleichungen erhält, welche 
gestatten die drei Gröszen x, &,, x, zu berechnen. In den 
nächstfolgenden Artikeln sind einige Beispiele der Lösung li- 
nearer Gleichungen gegeben worden. Wir fangen damit an eine 
einzige Gleichung nach der Methode dieses Artikels zu be- 
handeln. 

153. Es sei gefragt p zu bestimmen aus 

arisip + b4Sp + AkSp=Y...::..-. (f. 61) 
wo a, b, c Skalare, :, j, % die drei vorher schon eingeführten 
rechten Radiale, y einen gegebenen Vektor bedeuten. 

Die erste Seite ist die Funktion @. Nehmen wir statt pa der 
Reihe nach i, j, %k, so: erhält man 

> —ali, = — bj, Ok= — ck 
somit | 
rd - Hd) —=-t ati, =—+bi, Dk=- ck 
DHr—= Ott at) = — af, = — 0, Dk—— ck. 

Nach Einführung dieses Wertsystems in die Relation (/. 48), 
auf die drei Vektoren i, 5, % jedesmal angewandt, werden die 
drei nachstehenden Gleichungen erhalten: 

ea, tar, 2e=0 
DI + bin, Hibta, Aa Bei a (f. 62) 
le N) 


Wenn wir nun weiter die kubische Gleichung bilden 
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ee era = ln DIE (f. 63) 
so hat dieselbe nach (/.62) die drei Wurzeln a?, b?, c?. Es 
folgt daraus » 

—=—(d ++), 0, =bo+ 02a? + a?b2, «—=—a?b?e? (f. 64) 
wodurch die Werte der Gröszen x,, &,, & gefunden sind. 

Die Lösung der vorgelegten Gleichung ist nunmehr nach 
(/. 47) direkt hinzuschreiben. Indessen erfordert die Auswer- 
tung des Symbols ®* noch einige Rechnung. 

Es ist nämlich: 

DD’ = arıS.ilarrSip + 527Sjp + c*kSkp] 4 
+ 5978 jla?iSip + 6°7Sjp + c’kSkp] + 
+ c?kS.kla*rSip + b*7Sjp + ck SIp] 
— — alıSip — bsp — c'kSkp. 


Hiermit wird sodann: 








b? e? ce? a? a? b? 
iu me Is BE ran lese 
b?e 2 — e?a* a?b? 
= rn TREE (‚f. 65) 
154. Nach der Hamıttonschen Methode lösen wir weiter auf 
18: | Var eo a (f. 66) 


Es ist die erste Seite dieser laguung nach (c. 41) gleich- 
wertig mit: 
BS.20 — p8.28 + 28.82 
und dieser Ausdruck ist somit die Hamiwtonsche Funktion &. 
Es ist deshalb -weiter 
Pr aSs.ßp — PKSaR + RS = M—=V:.apß. . (Ff. 67) 
Setzen wir noch voraus, die gegebenen Vektoren z, ß, Y 
seien nicht complanar, so kann man dieselben als die Vektoren 
A, %, v bzhw. des Artikels 143 betrachten. Es wird dadurch 
Dı=Va—=V.a?ß—a:ß, weil x? skalar ist 
Pr—=PR=V.aß?—=P’=, weil 8* skalar ist ). (f. 68) 
ov =0y = V.aßr 
Somit ist 
S.D'rD’uD'v = S.a!Bß’Ba Vayß = a’B?S.Ba Vayß = 
— #’P?S.Ba(ayß — Sayß) = 
— #?8?S.Ba’yß — a?B?S.BaSayß = a?B?Seß.Saßy 
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S.[0'uDV + ad vor + vo rQ'a] = 
=S.[aß’# Vayß + BlVayß)aß + va?ß?e] 
—a’BSy Ba = — a’B’S.aßy 
S.[avD a4 vaoa + ARd'V] = S.[Aya?ß + yaß?a + aß Vayß]) = 
— S.aßVayß = — S.ßBaVayß 
— — S.ßa(ayß — Sayf) = 
— — S2ßBSaßy 
und mit Hülfe dieser Werte erhält man unmittelbar 
a a’B?Saß, = — PB, u, = — Saß.. . (f.69) 
Weil noch ‘ 
Pr = DDr = Va(VayB)B = V.a(a5ßy — ySaß + RSay)B 
= a:B8ßy — SzßBV.ayß + BraSyz, 
so wird die Lösung der Gleichung (f. 66) 
pa’B?SaB = — a’ß?y + a’BSßy + BraSya 
= +a’B— ytoTSer tansre] 


oder 
Pe aıs & —1S 
Pe AA nu Br RED) 
20 RT EE ELF (f.71) 


Es ist jetzt 
Dr = pSaß — wSßp + BSap 
| Pr = eKSaß — BSap + aSßp = V.pße 
Wenn &, 8, y wieder nicht complanar vorausgesetzt werden, 
so wird man dieselben als die vorher angewandten A, &, v be- 
trachten können, und somit erhalten 
Dr =Oa = V.aßa = 2aSaß — a?ß, 
Pn=PR=V.Ba— Re, 
PDr=dy = Vırßa = V,aßy nach (c. 42), 
S.Dd AD udv = S.(22828 -- @’B)B’a Vaßy = — a’ß?S.Bx Vaßy 
| = — a?B?8.Brlaßy — Saar) = + a’B?S2ß.Sapy 
S.[apupv + app + vWr0R] = 
—=S.[2ß?2z Vaßy-+Pß(Vaßr)(22S2B — aP)+r (22 S2ß — a’ß)ß°«] 
—282838.8(Veßy)z — a’B’S. Ba . 
—2$2BS.8(&8ßy — BSya + ySaß)x + a’ß?S.2ßy 
—2(Saß)?Sßya + a?ß?S.nPy 
—2($2B)?S2By + a’B?S2By 
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S.[avQ’a4vrDd’a-rR0'v]=S.[Byl2aSaß—a?B)+yaß’atazß Vaßy] 
—=2$28828y+S.0B(25ßy-BSya+-ySaß) 
—3SıßSaßy . 
Mit diesen Resultaten wird 
Bew BSaB, 2% = Alsaß) + 878%, 0, = 8828. 
Weiter ist 
9% = V.(Vraß)aß = V.(p8xß — aSßr + BSap)aß — 
— SaßVoaß — a?BSBo + Sap VRxB 
und die Lösung wird 
pa’B?’S2ß—2y(Saß)’+ a’B?y — 2528 Vyaß— a’BSBy+ Say VBaß 
—=a’ß’y — aß’Say — Ba’Sßy + 225285ßy nach (c. 41) 


oder 
2} =, —122 
RASSE Say — ß er 20 1ER IRy .. (4.73) 
i &ß 
a VE a li Bee, he (f. 73) 
Bei dieser Gleichung ist 
= Var, Pr — Var. 


Operiren wir an die gegebene Gleichung mit $.z, so erhalten 

wir 
8.07 —= S.2V ap = Sau = asp —=0, 
oder | 
Say —0. 

Wenn wir statt A, 2, v in diesem Falle , 9%, Vxy wählen, 
so kann der letztere Ausdruck demnach auch durch xy ersetzt 
werden, 


Es wird dadurch 


Dr=da— — Var 0 
Du=by—= — Vey—— av 

Dr = Day) = — V.a’y = — ey. 
8.2 rd aD’ — 0 


Ss. uaQ'v + ap vor + vo rd'a] = S.a’ya’y = aty? 
SIwror + vrDR-tauPV] = S.[- aya’y — aya’y = — 282°, — 0 
Sau = S.ayay = S(Vay)(Vay) weil Say —0, 

—= 8.(Vay) = — NVay = — Nay = — ad? 
Mit diesen Werten wird somit 
el, =, ,—t. 
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Wir müssen nun, weil 2—0, die Gleichung (/.57) in An- 
wendung bringen, und es kommt daher noch darauf an die 
Funktion Ur zu bestimmen. Es soll dieselbe der Gleichung 
Ver —=0 genügen nach (/.51); diese Gleichung sagt nach 
(ce. 31) aus, dass r//a. Es ist somit Ur = Ux zu setzen. Die 
Grösze „Ur, wo y ein willkürlicher Faktor ist, kann auch 
durch yx ersetzt werden. Die Lösung der vorgelegten Gleichung 
wird somit 


— ap — Vay-ye, 
oder weil S2y der Null gleich kommt 
a RR (f. 74) 


Den Skalar —-y kann man hierin natürlich auch durch + y 
ersetzen. 
4°, arıSip + b7Syp + c’kSkp —= Y 

Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir im vorigen Ar- 
tikel auf andre Weise gelöst haben. Mit derselben wird 

Dp = ariSip + 6’jS.jp + e*kS.kp = Pr 

Statt A, &, v wollen wir i, j, k bzhw. setzen. Es wird 
sodann 
Yr=di=—eli, a=0j—= — bi, DYv=Ddk— — c’k. 
S.auv = S.ük—= — 1 nach (b. 80) 
Ss.2 a0 ad'v = Ss. — a?b’ctijk = + a?b?e? 
S.[RD adv + aD vor + vorDa] = S.(b?e* + c?a? 4 a?b?)ijk = 

— — (b?c? + c?a? + a?b?) 
S.[uvOd’r + vad'a + ud] = S. — (a?jki + b’kij + c?ijk) = 
— — 8.(@? 5? -1.0?)ijk nach (b. 80) 
—=- (a? +4-b? + 0°). 

Wir erhalten daher 
2—= — alb?e, z, = (b?c” + c?a? + a?b?), & —— (a? 5b? c}) 

Die Lösung wird hiermit leicht in der Gestalt (.65) er- 
halten. | 

155. Wie schon vorher bemerkt, ist die Funktion dp ein 
Vektor. Man kann demnach fragen, wann der Vektor $p mit 
p der Richtung nach zusammenfällt. Eine jede Richtung, bei 
der dies stattfindet, wollen wir eine Hauptrichtung für 
die Funktion & nennen. 
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Für eine Hauptrichtung musz dp = mp sein, wo m skalar 

ist. Es wird weiter für dieselbe 
Hr = dm=mbh =m%, Dpr=m’%, usw. 
sein müssen. 

Die kubische Gleichung (/.48) geht demnach bei einer 
Hauptrichtung über in 

a— ma tm, —md’=0...... (f. 75) 
und hierdurch ist eine kubische Skalargleichung zur Bestim- 
mung der Grösze m erhalten. Sind m,, m,, m, die drei Wurzeln 
dieser Gleichung, so können auch drei Vektoren p,, fy, fs, er- 
halten werden, welche den Gleichungen 
Dr, mp, Pa my, Dis — MsPp; 

oder 

P—- m) =0,  - m), =0, @ — m), 0 . (Ff. 76) 
Genüge leisten. Wie untittelbar ersichtlich bestimmen die 
Gleichungen (/.76) nur die Richtungen der drei Vektoren 
Pi} Pay fa, weil die Substitution xp, anstatt 4, u.s. w. die Glei- 
chungen nicht ändert. 

Wir haben somit den der Satz erhalten: 

Bei jeder Funktion ® gehören im allgemeinen drei Haupt- 
richtungen. Nehmen wir zum Beispiel die im vorigen Artikel 
sub 49 betrachtete Funktion - 

= arıSip + 6°7Sjp + c?kSkp 

Die Gleichung (f. 75) ist für diesen Fall 

m? (a? + 5b? + c)m? 4 (b?c" + c?a? + a?b?)m + ab? —= 0, 
deren Wurzeln — a?, — b2 —.c2 sind. 

Um die drei Hauptriehtungen der Funktion ®& zu finden, 
hat man somit drei Gleichungen aufzulösen von der Form 

ars bie Ae’kS.ko- a — 0.2. 177) 

Wir wollen die Lösung nicht nach der regiert Methode 
durchführen. Nur wollen wir erwähnen, dass durch Operation 
mit S.. an die Gleichung (/. 77) eine Identität entsteht. Durch 
die Operation mit S,j, und auch mit S.k entstehen die beiden 
Relationen: 

DAS eh ABLE (f. 78) 
wenn nämlich die Gröszen a, db, c von einander verschieden 
vorausgesetzt werden. 

14 
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Die Gleichungen (f.78) sagen aus, dass die eine der drei 
Hauptrichtungen senkrecht zu j, & ist, somit in die Richtung 
des Vektors : fällt. . 

Ebenfalls sind die beiden anderen Hauptrichtungen parallel 
zu j, k bzhw. 

156. Sind die drei Hauptrichtungen gefunden, so kann man 
in denselben drei Einheitsvektoren annehmen, welche im nach- 
stehenden mit p,, Pys Ps bezeichnet sind. Ein willkürlicher 
Vektor pr kann nach diesen Hauptrichtungen zerlegt werden , 
wie im ersten Abschnitte gezeigt worden ist. Es sei 

rahpetahrkpseer. (II) 
Wo %k,, ky, %, drei Skalare bedeuten. 

Wenn man nunmehr an diese Gleichung mit dem Symbol 
(® — m,) operirt, so wird erhalten bei Berücksichtigung der 
Relationen (f. 76) 

(P — m,)p = kylm, — m,)p + ky (m; — m,)p;. - (F. 80) 

Eine abermalige Operation mit ® — m, liefert 

(P — m,) (® — m,)p = h, (m, — m,) (m, — my); 
und hieraus kann 7, unmittelbar aufgelöst werden 
 B@-m)@-m)s 
*  ky(m; — m,) (m, — m,) 
In gleicher Weise 


p 


el: (4.81) 
" kı(m, — m,) (m, — m,) 
’ _ @=m)@—ms)Pp 
"  ky(m, — m,) (m, — m;) 

Aus jedem willkürlichen Vektor x sind somit die drei Haupt- 
richtungen leicht herzuleiten. Die Richtungen derselben fallen 
zusammen mit denjenigen der drei Vektoren 
(P—-m,)(P-m,)p, @-m,)(®—m;,)p, (P—m,)(P—m,)p (f. 82) 

157. Wenn die Gleichung (/. 75) drei reelle Wurzeln hat, 
so werden die drei Hauptrichtungen reell und die in denselben 
angenommenen Vektoren werden auch reelle Vektoren sein. 

Es musz dieser Fall stets eintreten, wenn die Funktion ® 
selbsteonjugirt ist. Denn wären sodann 
k+1vZA, k-Iv-A 


zwei Wurzeln der Gleichung (/. 75), z. B. die vorher mit m,, 


p 
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m, bezeichneten Wurzeln, so müszten nach (/. 82) die zweite 
und dritte Hauptrichtung mit Vektoren der Form 
“ - VA, co — ry—A 
bezeichnet werden. Nach (/. 19) (/. 20) ist jedoch 
Mtrv)=9+ Vier. 

Es sollte dieser Ausdruck nach (/.76) der nachstehenden 
gleich kommen 

(k+IVZA)(r HrV—A) oder ke — Ir + V—A(ls + kr), 
woraus man schlieszen könnte 

O—=kr Ir, DGr=lic-kr, 
und indem man an die erste dieser Gleichungen mit S.r, an 
die zweite mit S.r operirte 
S.TD0 — kSser — Ir? und S.cdr = Io? + kSer. 

Weil jedoch @ selbsteonjugirt vorausgesetzt ist, sind die 
ersten Seiten dieser Gleichungen einander gleich. Somit soll 
auch 

(+ 7’)= 0 
sein und ‚daher musz / verschwinden, weil o* und r? beide 
negativ sind. Die beiden complex vorausgesetzten Wurzeln 
können demnach nicht vorhanden sein. 

Setzen wir im Nachfolgenden die Selbsteonjugation der Funk- 
tion ® voraus. | 


Aus der Gleichung 


2 


@—m)y—0; 
folgt allgemein 
Ss.ld — m) —=0; 
oder nach der Haupteigenschaft der conjugirten Funktionen, 
welche auch dem Symbol ® — m, zukommt nach Art. 141, 
S.,(® — m,)p = oder S.,(® — m) p=I0, 
weil ” —@® unsrer Annahme zufolge. 

Aus dieser Beziehung wird geschlossen, dass jeder Vektor 
(® — m,)p, wo p ganz willkürlich gewählt werden kann, senk- 
recht zur Hauptrichtung 7, ist. Nach (.80) ist somit auch 
jeder Vektor 

km, — mı)pa + kukımy - — m )Pz » 
wo %k,, k, willkürliche Skalare bedeuten, zur Hauptrichtung 
senkrecht. Es wird jedoch mit dem soeben geschriebenen Aus- 
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druck ein willkürlicher Vektor in der Ebene der Hauptrich- 
tungen p,, £, bezeichnet. Man kann daher schlieszen, der Vektor 
p, sei senkrecht zur Ebene der Vektoren p,, pz- 

Analoge Behauptungen können in Bezug auf p,, p, gemacht 
werden, wodurch wir den Satz erhalten: 

Im Falle der Selbsteonjugation sind die drei Hatptnehtuneen 
senkrecht zu einander. 

. Wenn in demselben Falle zwei Wurzeln m,, m, der Glei- 
chung (f. 75) einander gleich werden, so bleiben natfirlich die 
drei ursprünglich zu einander senkrechten Hauptrichtungen 
bestehen und wir hören nicht auf, dieselben mit p,, fa, Pf, ZU 
bezeichnen. Man kann jedoch in diesem ‚Falle setzen 
Dp, = mp» Op, —Myßa 3 Dp; — MyP3. 
Es wird daher, wenn %,, k, willkürlichke Skalare bedeuten 
hy Dp2 + kzDps = My(kap, + kzps) 

oder 

Plkypı + kapz) = My(kap, + kyps) nach (f. 19) (f. 20). (5.88) 

Aus dieser Relation geht hervor, dass k,o, + k,p, als eine 
Hauptrichtung betrachtet werden musz; die Willkürlichkeit der 
Gröszen %k,, k, beachtend, erhält man den Satz: 

Wenn in dem Falle der Selbstconjugation die Gleichung 
(f. 75) zwei gleiche Wurzeln m,, m, hat, so ist jeder Vektor 
in der Ebene der Hauptrichtungen p,, p, ebenfalls als eine 
Hauptrichtung zu betrachten. 

Schreibt man wieder für einen willkürlichen Vektor die 
Gleichung (. 79) nieder, so ist (/. 83) 

P—m)Pp=(P — m,) (kp) = km, — m;)Pı- 

Somit wird p, bestimmt durch 
(P -- my)p 
k,(m, — m,) 

Wenn schlieszlich die drei Wurzeln der Gleichung (f. 75) 
einander gleich werden m, = m, —= m,, so ist herzuleiten 

kp + Kap + Rp) = m; (kp + Rop2 + Kaps) 
wo Äk,, k,, k, willkürliche Skalare bedeuten. Diese Gleichung 
spricht den Satz aus: 

Wenn in dem Falle der Selbstconjugation die Gleichung 


pı = 
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(f. 75) drei gleiche Wurzeln hat, so ist jeder Vektor im Raume 
eine Hauptrichtung. 

158. Unsre Betrachtungen über die Funktion $p wollen wir 
damit schlieszen, dass wir dieselbe in einige bisher noch nicht 
verzeichneten Formen bringen, deren erstere Hamıtron die 
dreigliederige Grundform für die lineare und 
Vektorfunktion eines Vektors genannt hat. 

Wenn &,, &%, &, drei willkürliche Vektoren sind, so kann 
nach (c. 45) oder (c. 46) jeder Vektor linear in denselben aus- 
gedrückt werden. Für einen Vektor 9 erhält man nach (ec. 46) 

pS2, 2,2, = Va,a,82,p + Vaza,Sap + Vx,a,Sazp. . (‚f- 83) 
nach (c. 45) 

NS&, &,&, — & 08,2,p + 2,802,%,p 4 2,8%, &,p 
und die letztere Gleichung lässt sich auch schreiben 
pSz, 2,2, = a, S(Va,2,)p 4- 2,8.(Va;a,)p + &,S.(V ax, x,)p. (f. 84) 

Setzen wir der Einfachheit halber 
B,82,&,%2, = Va,2,, B,O2 88, —=Va;0, , B3S2, 2,2, = Va, %, (f. 89) 
so gehen die Gleichungen (/. 83) (f. 84) über in 
p—=B,Sa,0+ B,Sa,p + B,Sa;p — 0, Sßıp +x,Sß,pt+x,SPzp (f. 86) 

Wenn nunmehr an die erstere dieser Relationen mit ® operirt 
wird, so erhält man, wenn die anne WI) 20) 
beachtet werden, 

Dp = OP,.Sa,P + 092.8 DR,.S&;P 

und bei Einführung neuer Gröszen %,, %,, Y, derart, dass 

LANGER DB, HT DR; Ka) DB; ESCHER RR (F- 57) 
schlieszlich 

Pmysapt rap Yan: (f. 88) 
eine Relation welche &p mittelst drei unabhängiger Vektoren 
und 9 ausdrückt. Es ist dies die am, Anfang dieses Artikels 
erwähnte dreigliedrige Grundform. 

Wir wollen weiter die conjugirte Funktion zu finden ver- 
suchen. Setzt man in die zweite der Gleichungen (/. 86) Op 
statt ?, so wird erhalten 

op = 2,88, 0 + m S.ß,Dp + 28.R;D0p 
= 0,89ß, + %,S:pPß, + 2;8.pPß, nach (f. 29) 
= 0,8%, 7 R,0PYa + 2,Spy; , nach (F 87) 


214 


oder schlieszlich 
Dr = a, SP + 0,8Yp + 23 8Y5P. 

Es geht demnach P aus ® hervor durch die Umtauschung 
der Gröszen &,,%,,%, Mit Y%,,Y%,Y%, bzhw. 

159. Wir wollen diese Ergebnisse verwenden einen Satz 
darzutun, dessen wir nachher bedürfen werden. Bei der drei- 
gliedrigen Grundform wollen wir die Grösze 

‚__8.DADda Dv 
Be RL a 
S.Aav 
berechnen. Es sind der Zähler und der Nenner derselben, wie 
unmittelbar nach Art. 144 einleuchtet, Invarianten; den 
Wert des Bruches zu finden, kann man demnach statt A, &, v 
drei willkürliche Vektoren wählen z. B. ß,,ßs., ß;. 

Hiermit wird bei Beachtung der Gleichungen (/. 87) 

397294 
Spa ee (f. 89) 

Behufs Umgestaltung dieser Beziehung wollen wir die Grösze 

S.ß,8,8, aus (f. 85) berechnen. Es ergibt sich dadurch 
9829392 8583)7 8. Va, Va, Varzzen (7290) 

Es ist jedoch 

8. Va,2, Va,a, Va,0, = S8.Va,2, V[Ve,a, Va,2,] = 
—= 8. Va,2,(2,S.2, Va,&, — &,8.%, Va,«,) nach (c. 44) 


— 8.0,%,(— 0,8%,8,2,). 





Daher wird 
98. Va,2, Vaza, Va,2, = — (S2,2,8,)? 
und bei Einführung dieses Wertes in (/. 90) ergibt sich 


SOSSE O0 gl, = = — 1... 580% (dal) 
Es lässt sich demnach der in (/.89) gefundene Ausdruck 

auch in der Form schreiben 
= — 84,99 00, 00, = 99000... (J. 92) 
Diese Gleichung enthält unsren Satz. Deun wenn wir anstatt 

x die Grösze 
_S2rdudr 
S.AaV 

berechnen wollten, so hätten wir im Vorigen nur die Funk- 
tionen ® und 9, d.h. nach dem vorigen Artikel die Gröszen 
%, %y, %, Und %,, %5, Y;, zu vertauschen. Es ergibt sich daher, 
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wenn man sich den Satz erinnert, (Art. 87), nach welchem 
der Skalarteil des Produktes drei rechter Quotienten das 
Zeichen wechselt, wenn die Faktoren eine acyclische Umtau- 
schung erfahren, dass die Gröszen x, x gleich sein müssen. 

160. Es sei, um einige Beispiele zu geben, die Funktion Vapß 
vorgelegt mit der Frage, die dreigliedrige Grundform derselben 
anzugeben, 

Für die Gröszen &,, &,, 2, wollen wir &,8, Vaß wählen. 

Es ist sodann 


= ee - sera” V.RVaß) = 
15195 91 
e ER ser Be 
(Va oa «R), = (Vaß)? Vaß 
Ba? 
= (v aan. [2 V(Vaß. “en ETiy2B 
__ 808 
ae ray V.“(Vaß)B = Vz a: V.x({aß — Saß)B = Vaß 


Et wird die dreigliedrige Grundform für die Funktion 
Vapß 


ar et a 
Se Ber + Ss 
Vaß 


Zu einem andren Beispiele sei Yxp gewählt. Ist nunmehr £& 
ein willkürlicher Vektor, so setzen wir 


0, =a, u, —=ß, a, —=Vaß. 


Somit ah 
Zy; nl Vie VaR)—= op, a V.x2BVaß, weil S.EVaß—0, 
7 Ve Ve Yen 
DB (va ie 2) — — ap Vee Veß) = 
> a By V.2:Vaß = — 
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#«Vaß & 
ET (Ya arg (Veß? Voß 
Wählt man nunmehr ß3 derart, dass 
SB =0, Veaß=aß= — Ba 


so wird erhalten 


ze a EE 


a? 


as ae TEE, 
und es ist die dreigliedrige Grundform für Va 
& a aSßp — Saßp 
— Sßp — — Sao = ——. 
N 3 


Die Funktion 
arıSip + b’iSye + c?kScp 
ist in der dreigliedrigen Grundform gegeben, weil hierbei 
1 = — da 
u. 8. w. wird, wenn 
a, =i, 0, =j, %, —=k 
angenommen ist. 

161. Wir wollen weiter ein zweite Transformation der linearen 
Vektorfunktion &p angeben, welche bei den Anwendungen 
gewisse Vorteile bieten wird. 

Die Summe (®-+ 0), wo © die Conjugirte der Funktion 
D bedeutet, ist eine selbstconjugirte Funktion. Wir wollen setzen 

Dr Deere (‚f. 93) 

Im Art. 141 ist schon bewiesen worden, dass der Vektor 

(D — D)p zu p senkrecht ist, oder dass man setzen kann 
— Di 2 Vd0. a N (‚f. 94) 

wo d ein gewisser Vektor bedeutet. Derselbe ist aber völlig 
bestimmt, wie mit Hülfe der dreigliedrigen Grundform für die 
Funktion & leicht dargetan werden kann. Ist dieselbe nämlich 

DP=yrıSmp + Yayp + Y3925P 
somit 

Dr=aSyp + a,8Yp + %;8Y5P 
so ergibt die Gleichung, welche 3 definirt, 

2 %p = (y,82;p — &;Syip) für i=1, 2, 3 


— z V.p Vey; 
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und hieraus wird unmittelbar geschlossen 


3=3Vlayı +29, 4 29;) - - ae. (17..05) 
Die Addition der Gleichungen (/. 93) (/. 94) ergibt noch 
ee A Are (17290) 


oder in Worten: Jede lineare Vektorfunktion ist von einer 
selbsteonjugirten nur um ein Glied von der Form V%p ver- 
schieden. 

162. Für eine selbsteonjugirte Funktion bestehen , wie schon 
erörtert, drei Hauptrichtungen, welche stets reell und unter 
sich zu je zwei rechtwinklig sind. Bezeichnen wir die Einheits- 
vektoren in den Richtungen derselben mit p,,,, p, und setzen 

Dopı = Mıpı» Pofa = Mapa, Popfz = My. + + » (FIN 
wo mM, My, m, die Wurzeln der Gleichung 
2 —- amt am: —mi=0....... (7.98) 
bedeuten, wenn die Coeflcienten x, x,, @, auf die schon er- 
örterte Weise aus der Funktion ®, hergeleitet sind, so ergibt 
die Einführung der Gröszen p,, 5, f, anstatt z,, &,, a, in die 
dreigliedrige Grundform für &, erhebliche Vereinfachung. Denn 
es wird sodann in der letzteren 
Yı = To Ka ee: en Fam; Pr 
weil 
Sp; = — 1 und Va,a,—p, 
und in gleicher Weise 
| er NN VE Ne 
wodurch die selbsteonjugirte Funktion übergeht in 
Dole) = — mp pp — Myp,Spyp — Mzp3Sp30. « » (f. 99) 

Die Überführung der selbsteonjugirten linearen Vektorfunk- 
tion in die letztere Gestalt wollen wir die rechtwinklige 
Transformation derselben nennen. 

163. Eine andre Transformation der selbsteonjugirten Funk- 
tion ist von HamıLton die eyclische genannt worden. Dieselbe 
ist enthalten in der Gleichung: 

Der get hVroR | 
oder Rab) 
Do (g — har) rt Sup 1S2 
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wo g und Ah constante Skalare, A, # Einheitsvektoren bestimm- 
ter Richtung bedeuten. 

Diese Gröszen zu bestimmen, wenden wir die Gleichung (/. 100) 
auf die drei Einheitsvektoren p,, p,, p, an und erhalten dadurch 


(m, — 9 + hSöra)p, = hrSp a + huSp A 

(m, — 9 + hSAa)p, = hrSp,a + haSpA 

(m, — 9 + hSra)p, = hrSps + haSpzA 

Wird nun weiter an eine jede dieser Gleichungen mit 8. VA 

operirt, so verschwinden die zweiten Seiten der Resultate 
identisch. Somit ist 


SAN 





m, — 9 + hSru = 0 | 
m —g9+h9aRr—=0)......:.. (f. 102) 
Mm; — 9 + hSru = 0 
oder 
DER 
S.p, Vu = 0 | ee EI (f. 103) 
Sr WAZ) 


Nun können aber die drei Gleichungen (/. 103) nicht zu- 
gleich stattfinden, weil p,, fa, A, nicht complanar sind. Weiter 
können aber auch nicht, wie unmittelbar ersichtlich, zwei der 
Gleichungen (f. 102) zusammen gültig sein, wenn die Wurzeln 
der Gleichung (/. 98) von einander verschieden vorausgesetzt 
werden. Es kann daher nur eine der Gleichungen ( f. 102) mit 
den beiden nicht correspondirenden der Gleichungen (/. 103) 
zugleich gültig sein. Wir setzen daher 


m — Oh) 2 = OR ae (‚f. 104) 
und 
8, Pr =0, Sp Miu =0...... (f. 105) 
somit 
RAN RI ae (f. 106) 


Durch die Relation (/. 104) gehen die beiden letzteren der 
Gleichungen (/. 101) über in 
(m, — m,)p, = hrSp,a + haSpyA 
A SION 
(m, — m,)p,; = hiSp,a + haSpsA .% 
Die Gleichung (f. 106) sagt aus, dass A, « beide in die 
Ebene der Vektoren p,, p, fallen müssen. Setzen wir daher 
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Au ey 108 
r=apty arme En) 
so ergibt die Substitution dieser Werte in (/. 107) 
(m, — m, )p, = — Zhuu,p, — hpz(ya, + ®@Yı) 
(m; — m, )p; = — he,(ay, + ya) — Ahyyıpz 
und hieraus wird geschlossen 





2haz, =m, — m, 
Zum m Nr (f. 109) 
| way, tr ya — 0 
Es wird hierdurch weiter 
22, I en 
ee in N] 
YYı m em 4Y Yı 
somit » 
; em —m, 
en SsbL0 
2 re (/. 110) 


Diese Gleichung ergibt nur reelle Werte für 7 falls 


ma m, > mM, 
a a N ee: Gretel) 
Mm, >mı 7m, 
Machen wir die erstere Annahme, so erhalten wir 
2 mm 
5 —-r SC BR ERIEN (f. 112) 
und mit Hülfe der Gleichungen (f. 108) können nunmehr leicht 
2, 9% 2, Yı, einzeln bestimmt werden. Man erhält dadurch 


Vm—m DIE Vm—my Ps 





= sr 
MI— Mz 
Me, Ba =113 
De An Vm—m Pa En Vm—m; Pa 7 ) 
u Vm—m; 





Es folgt sodann weiter 
| m, + m, — 2m, 
Siu = ee (f. 114) 


und aus einer der Gleichungen (/. 109) 
NR=-—-—_ ,,.... 100 (fobln) 
Schlieszlich ergibt (f. 104) noch für die Grösze g den Wert 


en Tr (/. 116) 


und hiermit sind die Werte aller bei der cyclischen Trans- 
formation in Betracht kommenden Gröszen ermittelt. 

164. Umgekehrt setzen die vorhergehenden Relationen uns in 
den Stand unmittelbar von der ceyklischen Form der Vektor- 
funktion auf die rechtwinklige zu schlieszen. 

Es ergibt sich nämlich daraus 
m 0 m alla 
und aus (/. 104) | 


Noch wird aus (f. 113) erhalten 
KA Br: 
Eianeesm WiSe an 

oder kürzer 
= Ua, a = UMatr)...... (/. 120) 

während schon 

U ENT (f. 121) 

gefunden ist. 

165. Ist die selbsteonjugirte Funktion P,p eycelisch transfor- 
mirt, so ergibt sich daraus eine einfache Gestalt für die will- 
kürliche lineare Vektorfunction. Denn nach (/.96) in Ver- 
bindung mit (/. 100) erhält man nunmehr | 

P—=gt Vp+hVYae— Vlg +2) hVAp 
oder 
DH—=Vge-thVrap ....... (f. 122) 
wo g, ein constanter Quaternion ist derart, dass | 
Sp=9, VnT 2°. | 

166. Schlieszlich seien noch die Transformationen erwähnt, 
welche von Hamıttox die focale Transformationen der 
selbsteonjugirten linearen Vektorfunktion genannt worden sind 
und welche durch die Gleichung 

Dr —arVro tbuSup 2... (,f. 123) 
ausgesprochen werden. a und 5 bedeuten constante Skalare, A, % 
Einheitsvektoren bestimmter Richtung. 

Man kann sodann auch schreiben 
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Dr=ap tar ap buSup 22... (f. 124) 

Die Anwendung dieser Gleichung auf die drei Vektoren p,, 
Pa, p, ergibt 

(m, — a), = asp, + buSup, 

(m, — a)p, = aaSAp, + bu Sup, 

(m, — a)p, = aAS2p, + bu Sup, 

und die Operation mit S.VAa& an eine jede dieser Relationen 

führt zu den Gleichungen | 


ee (/. 125) 





Mm, — a— | Me 0 (f. 126) 


oder 
Sp, Var = 0 | 
Bo NR ER RE (74127) 
S.p, Via) 





Wie bei dem Vorhergehenden schlieszt man sodann weiter, 
dass 


und 

UVie —p, LT Nee ER > Dir eh FR 129) 
und die erstere dieser Gleichungen reducirt die beiden letzteren 
‘der Relationen (/. 125) zu den nachstehenden | 
(m, — m,)p, = m, ASAp, + baSa@p, 
elek 
(m, — m, )Ps = m ASAp, + ba Swap, (F ) 
Nun setze man der ‘Gleichung (/. 129) entsprechend wieder 
A—= 0, + Ypz + y—=]1 131 
ratur it el) G 
und führe diese Werte in die Gleichungen (f. 130) ein. Dadurch 

wird erhalten 





my by m mE RD: (f. 132) 
R may + bay, =) 
Die Addition der beiden ersteren dieser Relationen in Ver- 
bindung mit den Gleichungen (/. 131) ergibt unmittelbar 
b=m — m — m... (,f. 133) 
und weiter findet man durch Auflösung für «, y, z,, Y, Werte 
welche sich in die nachstehende Gestalt bringen lassen 














m,‘ — my," m ms 
2: — m! — m,’ y° === m! ER mz' a (I 134) 
a mat m) er 
[ (mz' >= m;‘) (m; my" a m, m,‘ 185 m, m,‘ ) (F. 135) 
y:— u a man ale sn I 
(ms —m N) (mem u man, Ss) 


Die Werte für &°, y? sind nur positiv, wenn einer der Un- 

gleichungen 
m, > m na en Zn nal, 
genügt wird. 

Es werden sodann aber auch die Werte für «?, y7 reell sein 
müssen, wie unmittelbar erhellt, wenn man noch beachtet, dass 

my! Hmm! my ms! = my? — (mz' — my") (m}" —mz") 

Hierdurch ist nun festgesetzt, welche der Wurzeln der Glei- 
chung (f. 98) für m, zu wählen sei. 

Hat man in dieser Weise die Gröszen x*, y?, «1, yı be- 
stimmt, so müssen noch die Zeichen der Coefficienten x, y, 
2, y, der Gleichung 

may + bay, =) 
entsprechend gewählt werden. Es wird hierdurch zu Tage treten, 
dass diese Transformation auf zweifache Weise stattfinden kann. 

167. Man könnte wieder umgekehrt fragen aus der focalen Form 
der linearen Vektorfunktion unmittelbar auf die rechtwinklige 
zu schlieszen, Es wird zu diesem Zwecke hinreichen aus den 
vorangegangenen Gleichungen die Gröszen m,, m,, Ms, Pır Par Ps 
zu bestimmen. 

Nach (f. 128) (f. 129) ist schon bekannt 

I N LI AR 

Aus (/. 131) erfolgt durch Multiplikation 

— A — am, + yY, 
und indem man quadrirt 


(Sau) —arzt-Hy?y!+Bayay—eei4y’y} — 2 0°y>nach (f.132). 


Die Substitution der für ©°, «2, y?, y? gefundenen Werte 
ergibt in Verbindung mit (/. 133) | 
m, tm =a—b 
MM, — — ab(Srr)” 
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und hieraus erhellt sofort, dass m,, m, die beiden Wurzeln 
der Gleichung 
m?’ — (a —b)m — ab(Hu)’=0..... (,f. 137) 
sein müssen. Weil aber nach (db. 151) (b. 135) 
Sg = 89 — NVg und S? + NVg= Ty? 
so ergibt sich 
289° — 8.9” 79° 
und daher auch 
(SR) = S.(au)’ +1. 

Die Gleichung (/. 137) kann deshalb auch in der nachstehen- 

den Gestalt erhalten werden 





ee rau 


(/. 138) 


Der Annahme (f. 136), gemäsz müssen hieraus m, und m, 
ermittelt werden, wodurch man zu den nachstehenden Werten 
geführt wird: 


EN; ie we u 
—.- +4 Ve IP F 2a S0R) 





Um schlieszlich noch p,, ?, zu bestimmen, können wir wie 
nachstehend verfahren. Die beiden Gleichungen (f. 131) 


Agutbu Na UR; 
| R— 2, + YıPz 
multiplieire man mit m,, — bSı% bzhw. und addire die Re- 
sultate, indem in der zweiten Seite S% durch — wx, — yy, 


ersetzt wird. Es entsteht in dieser Weise 
in3% — DUDIAR— pLmza + ba, (em, + yyı)l 
— 9, [my T byı(wa, + yYı)) 
Nun ist jedoch weiter 
m;a + ba, (0x, + y,)= z(m; + bei) + byx,yı 
—a(m, +! my?) B 
ach( f.132 
=elm, tm, —m,— m, (e’+y *)] v% 
—=ı(m, — m,) 
my + by, (@w, + yYı) —y(m,.+by;)+b2,Y,% 
—=y(m,+byi —m,®°) 
—y[m,+m, -m, — m, (’+y?)] 
N) 


nach(.132) 
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Somit wird die zuletzt erhaltene Gleichung 
(m, — m,)Ps = M;i — basau 
= Elm,» — besR) nn... (f. 139) 
je nachdem z(m, — m,) positiv oder negativ ist. 

In gleicher Weise .wird erhalten 

fs, = Ulm — buSAR) Se. (f. 140) 
je nachdem y(m, — m,) positiv oder negativ ist. 

In dem Vorhergehenden ist nur der Fall betrachtet, wo die 
Wurzeln der Gleichung (/.98) sämtlich von einander und 
von der Null verschieden sind. Wenn diese Voraussetzung nicht 
zutrifft, so treten Vereinfachungen ein, auf die wir hier aber 
nicht ler eingehen wollen, 

168. Die in den vorigen Artikeln ze Transformation ist 
nicht die einzige focale. Eine andre, welche von HamıLron die bi- 
focale Transformation genannt worden ist, möge noch 
kurz dargelest werden. 

Wir sahen, dass man in allgemeinen auf zwei focale Trans- 
formationen geführt wird, welche durch das Zeichen der Gröszen 
z:y und x,:y, verschieden sind. Es entstehen aus den Glei- 
chungen (f. 131) daher auch zwei Vektorenpaare, welche wir 
mit A, #5 A,, “4, bezeichnen wollen, sodass 

EN en (f. 141) 
Rz ty Hm —yYıl -.- (/. 142) 

Wir können nun auch in D,p statt A, & die beiden Vektoren 
A, A, einführen und die dadurch erhaltene Form ist eine Ha- 
"“ıtronsche bifocale Form. 

Aus (/. 141) erfolgt zunächst 

ar U AA, 
Pa — Da Pas dy 
und die Substitution dieser Werte in die erste der Gleichungen 
(f. 142) ergibt 


et‘ Yı ar 2) h 
(+24 %(@ Y 

Führt man diesen Wert in die focale Form (f. 124) ein, so 
wird erhalten 


De=at| at? a+7 44%) as + 
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b (a, S) b 5 n) 
ee Fr y Rp z ae y? (ASA,P + 2,S2p). 
Nun ist ee 
2) — Ee A LEERE 
Da. ae Ve a an 


Be %) nach (f. 128) (/. 132) 
Dadurch wird 


Dart (2) oS0+ 25) 


2, 


Ag 1 e — %) (ASA,p-+ A,SAp) , 


L 


und wenn noch die Werte für a,b, 2°, 22, y%,y: aus (7. 128) 
(f. 133) (f. 134) (f. 135) eingeführt werden 
en Um mı) OS tr) + 


Amm, 


+(m, + m) (Ar, + A, S2p)]. 
Schlieszlich sei gesetzt 


N. (4.143) 
So wird erhalten 
Do Ep as tr, HS tr] (149) 


169. Eine zweite allgemeiue Lösungsmethode der 
linearen Quaterniongleichungen ist in diesem Artikel ausein- 
andergesetzt. 

Dieselbe gründet sich auf den im zweiten Abschnitte be- 
wiesenen Satz, dass die Gleichheit zweier Quaternionen vier 
Skalargleichungen in sich schlieszt. 

Diese Methode anzuwenden, ersetze man jeden in der Glei- 
chung vorhandenen Quaterniom durch die viergliedrige Grund- 
form, und bringe nachher die beiden Seiten der Gleichung 
wieder in diese Gestalt. 

Wir wollen als Beispiel eine der vorher schon gelösten 
Gleichungen wählen, nämlich 

Vr=y. 
15 
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Es sei 
2= Wi oJ ta, pen ryjtrek, ya Io ick, 
wo Skalarteile natürlich nicht vorkommen. 
Nach (d. 169) ist sodann 
Vap= iüza, — ya;) + j(wa, — 2a,) + klya, — ©@,) 
und dieser Ausdruck soll mit % identisch sein. Man erhält 
hieraus die drei Skalargleichungen: | 
24, — Ya, — Cl, LA, — 2 —Cy, Yu — 8a, —c, » (f. 145) 
Dieselben schlieszen in sich die Skalarrelation 
a6; 4 a,6, + Az, =0V oder Say —=0 
wie auch vorher gefunden, und bei dieser Annahme sind die 
Gleichungen (f.145) nicht mehr unabhängig von einander. 
Man hat somit nur zwei Gleichungen zur Bestimmung der drei 
Unbekannten x, y, 2, wodurch in der Lösung ein unbestimmter 
Skalar bleiben musz, in Übereinstimmung mit dem vorher 
erhaltenen Resultate. 


Bezeichnen wir jenen Skalar mit h, so sind bekanntlich die 
Lösungen der Gleichungen (/. 145) 


Az Q, 

€ € 

zu ı[ °% 1 
y=@ah- 3 ( Zn ) 

C C 

1 2 
at — = 

A, a; 


und hierdurch ist nun auch der Wert von p bekannt; doch 
wollen wir nicht: länger bei dieser Methode verweilen, 

170. Die bisher auseinandergesetzten allgemeinen Lösungsme- 
thoden erfordern bei vielen Gleichungen umständliche Rechnun- 
sen, welche durch Anwendung specieller Methoden leicht ver- 
mieden werden können. Es sei uns gestattet diese Behauptung 
an einigen Beispielen zu erweisen. Wir wählen dazu wieder die 
schon nach der allgemeinen Methode gelösten Gleichungen. 
1°. V.B=Y.- 

Wir operiren an diese Gleichung mit dem Symbol S.« und 
erhalten dadurch 

8.27 = 5.2 Vapß = S.aapß — a’Sßp 
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oder kürzer 
Sp = a "Say. 
Ebenfalls 
8.87 =S.BVaprß = S.BV px nach (c. 42) = B?Sap 
oder kurz | 
S.ap = B°S.Py. 
Schreiben wir noch statt der gegebenen Gleichung 
aSßp — pSaß + PSar—=Y 
so erhalten wir, wenn die yerzaraeheuden Resultate beachtet 
werden 
i pa = — y + anis.ay + RTIS.PyY 

in Übereinstimmung mit (f. 70). 
20, V.paß=y oder pS2ß — aSßp 4 BSap = y 

Wie bei der vorigen Gleichung erhält man 
S.2y = 8.2 Vpaß = S.2(p52B — xSßp.-+ BSap) = 2S2pSaB — @?Sßp 
S.£y = S.BVpaß = S.B V Rap — NE — P*Sap. 

Durch Auflösung erfolgt: 

Sap = BT°’SPy, S.Bp = — a "Say + 2a ?R9S2BSRr 
Bei der Substitution dieser Werte in die ursprüngliche Glei- 
chung wird erhalten 
pSaß —y — aTııSay a a SBr — BT'SPr 

wie in (/. 72) 


30, V.o=y. 
Es kann nunmehr $.2, willkürlich gewählt werden z. B. 
San — 


Durch Addition zu der vorliegenden Gleichung wird 
a=y-+tx ode p=arly-+e). 

Dieses Resultat ist in (/. 74) enthalten. 

Dasselbe Verfahren wäre jedoch bei den beiden vorange- 
gangenen Gleichungen nicht ohne Weiteres gestattet. Denn man 
hätte sodann aus der sub 2° behandelten Gleichung erhalten 

P=(e + Yr)eTaT, 
was offenbar im allgemeinen unmöglich ist, weil die erste Seite 
ein rechter Quotient, die zweite ein willkürlicher Quaternion 
ist. Es musz somit die Grösze x noch so bestimmt werden, dass 
Sa ty) Tat —=0, 


woraus 
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Sy 
re 
Die Lösung der betrachteten Gleichung kann daher geschrie- 


ben werden 
DE 
=(z Dr De era. 


Eine nützliche Übung gewährt die Zurückführung dieses 
Ausdruckes auf die Form (f. 72) oder umgekehrt. Wir wollen 
nur noch die zuletzt erhaltene Lösung ein wenig umgestalten. 

Es ist | 

8.Bma2 =, Br Ba 729 E828 
SYß—Ttal= a ?BT7SYyBa = — aBSaBY. 


Somit wird: 





7 (7 Ar a Be ee (.f. 146) 


171. Hamıtton hat auch eine direkte Lösung der all- 
gemeinen linearen Quaterniongleichung mitgeteilt, 
welche nicht eine vorangehende Reduktion zu einer linearen 
Vektorgleichung eines Vektors voraussetzt. 

Wir wollen dieselbe in den nächstfolgenden Artikeln erörtern. 

Es sei f(g)=r die gegebene Gleichung, g der unbekannte, 
r ein bekannt vorausgesetzter Quaternion. Der Einfachheit wegen 
wollen wir auch hier wieder das Resultat der Operation / an 
einen Quaternion g im allgemeinen mit /y bezeichnen und nur 
/(g) schreiben, wenn g aus einer Summe besteht oder eine ver- 
wickelte Gestalt hat. Es hat die Funktion f die nachfolgenden 
Eigenschaften: 

MMtrrd)=ftlid.... +: (f. 147) 
wegen der Linearität; 
ara en (f. 148) 
wegen der Relation (/. 147). 

Die Lösung der vorliegenden Gleichung wollen wir mit f!r 

bezeichnen. Es ist deshalb 


g=f Ir, wenn gr. dann (‚f. 149) 


Wie in Art. 138 kann bewiesen werden, dass 


Fe in Or an ae 2 3 el, 
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en Trees, ren. EB (/. 151) 


Wenn wir eine neue lineare Funktion /” construiren, welche 

der Relation genügt 
DIN SD IERIHNIN MD HARER (,f. 152) 
so können wir dieselbe die Öonjugirte der Funktion / nennen. 

Setzen wir voraus die lineare Gleichung sei in die Form 
(f. 7) gebracht, so ist es ein Leichtes die Funktion f’ zu finden. 
Denn wenn wir an die erste Seite der Gleichung (f.7) mit S.p 
operiren und jedes Glied für sich nehmen, so erhalten wir 

Spagb = S:(pa) (gb) = S.(gb) (pa) = S.gbpa 
S.pcSeg = SegSpce = SgeScp — I.geScp. 

Es geht hieraus hervor, dass die Funktion / aus / erhalten 
wird, indem die Gröszen 5b mit a, und die Gröszen c mit e 
umgetauscht werden. 

Wenn man in 

F= Eagb + ZcSeg, 
g der Einheit gleich setzt, und in gleicher Weise in f’g, so 
erhält man 
1 = Zab + ZcSe 
SEO U 9 5 (f. 153) 
Es ist daraus ersichtlich , dass 
SuT Saleaber VL Kl: 

Wir wollen demnach und der Kürze halber setzen: 

Sa eh ee ven. (/. 154) 
wodurch zugleich die Relationen | 

f=ere, FlI=cHen::.... (f. 155) 
erhalten werden. Weiter kann man wie nachstehend trans- 
formiren: 
S.fg = S.Lfg = S.qf 1 nach (f. 152) = S.g4(c+ €) = 089 + 8.€'9, 
V.fa=V.fS+ V=Vl/Sg+f Vo) nach (f. UN=VfSg+VfV4 
— V.Sgfl+VfVg= Sg. Vfi+-VfVg=E8g 007g 

oder kürzer | ! 
S.fg =eSg + 8.9, Vfg =Eg+0Vg. .. (f. 156) 
wo D®Vg eine lineare Vektorfunktion des Vektors Vg ist. Denn 
man erhält 


DVg= VfVg=EV.aVg)b+ = V.cS(eVg). 
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Jedes Glied unter dem ersten Zeichen Z kann wie nach- 
stehend transformirt werden 
V.Vg)=V.aVıdBb+ Vb)=VaSbVg + VaVgVı = 
—V.aSbVg + V.(Sa+ Va)VgVb 
—=V.aSsbVg -- V.SaVbVg+ V.VaVgaVb 
— V.(aSb — Dal) Vg + Vas.VbVg — VgS.VaVb-+ 
+ VbS.VaVyg 
—V .(aSb— SaVb—S.Va aVb) Vg+VaSs.Vb Vg4 Vb.SaVg 
während weiter 
V.cS(e Vg) = S(eVg)Ve = VeS(eVg) = VeS.VeVg 
und hieraus geht hervor, dass DVg in der Tat die Gestalt 
der linearen Vektorfunktion (f. 16) besitzt. Auch hätte man 
zeigen können, dass die Funktion Y./Vg der Gleichung (f. 19) 
genügt. 
Aus den beiden Gleichungen (/. 156) erfolgt, dass allgemein 
M=l ke) Ss Sohn (f. 157) 
gesetzt werden kann. 
Die zweite Seite der gegebenen Gleichung wollen wir auch 
transformiren 
r=Sr+ Vr=Sr+00"1Vr=Sr4 0, 


wenn p definirt wird durch die Gleichung 


he DI 1 Vene (f. 158) 
Die ursprünglich vorhandene Gleichung lautet nunmehr 
A)=Sr-t 0. 1.82. (‚f. 159) 
Weiter wollen. wir nach HamıLton setzen 
a BR ER Pa AR (f. 160) 


wo g’ ein neuer Quaternion sei, welchen wir sogleich auswerten 
werden. 

Es wird sodann 

fer )=-N- R=IStm—-.. (5.160) 

Die letztere Funktion kann leicht bestimmt werden. Denn, 

wenn man für / die Form (/. 157) wählt, so wird erhalten 
P=ect)P+ SH tmp— Set dp 

und hiermit geht die Gleichung (f. 161) über in 
fd=SIr — Scd.ı=S(r — ep) -».... (‚f. 162) 


Demgemäsz wird 


231 


Y=f"S(r— ep) nach (f.149)=S(r—e'r)f "1 nach (f.151) (/. 163) 
Weil r,e,p bekannte Gröszen sind, oder wenigstens (Gröszen, 
deren Werte nach vorigen Methoden aus der gegebenen Glei- 
chung bestimmt werden können, so bleibt nur noch f!1l zu 
ermitteln. Es ist dieses Symbol der Wert des Quaternions 9,» 
welches der Gleichung 
oe ren. (/. 164) 
genügt. 
Die Skalar- und Vektorteile des Quaternions g, seien au, &o 
bzhw., so ist 
ao + &,) = 1 oder nach (/. 157) (c + 2), + Sex, + Pa, —1 
und diese Relation führt, indem man die Skalare und Vektoren 
trennt, zu den beiden anderen 
+ Sy], Het du =. . (. 165) 
Aus der zweiten dieser Relationen wird «, leicht elek Da- 
durch wird erhalten 
= — Play) = — ah 
und indem dieser Wert in die erste der ee (f. 165) 
eingesetzt wird 











ENT. EN 166 
Ilm —S.EeD-e ar Alm; TS u 
 Schlieszlich ist | 
1—-on!e 
Eh ER 
ıl=o+% en (‚f. 167) 
und nach (f. 160) (f. 163) 
A S(r — ep) de 
a con: nA (f. 168) 


Es wäre somit, um den Wert des unbekannten Quaternions g 
zu erhalten, notwendig erst die Funktion ®-! zu bestimmen, 
was auf die Lösung einer Vektorgleichung hinauskommt. Man 
kann jedoch weiter gehen und dadurch diese Funktion ganz 
eliminiren. | 

Wir nehmen zu diesem Zwecke die Gleichung ( /. 46) ee 
auf und setzen 

ad ı=a — 2,® L9=y..nH4% (f. 169) 


wo x eine neue Funktion ist. Wenn wir sodann noch einen 
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neuen Skalar y einführen, den wir definiren durch die Gleichung 

B— SEXY. (f. 170) 
so erhalten wir die nachstehenden Transformationen. Nach 
(/. 167) kann nun auch geschrieben werden 











EA a 
Ua ac—S.d.adTe 
somit 
a  : 
Na) =r2—xe nach WE 151) 
see ı (/. 171) 
Und weiter 
cd yS(r— ee) BT 
a ee nd 


= [ec—S.dxe]p + 2S(r— Er). [1— De] 
— [uc—S.Exe]p + [2 — xe] S(r — ep) 
Inden die Produkte berechnet und die Glieder umgetauscht 
werden 
yq = [e— xe]Sr + cap — S.E ap + xe.Sep— pS.E'xe 
— [r— xe]Sr + ex Vr—S..x Vr+ V.e Vlpxe) 
wobei zuletzt die Formel (c. 40) angewandt ist. 

Eine weitere Umgestaltung wollen wir getrennt vornehmen 
und greifen zuerst ein wenig zurück. Indem man wie in Art. 
143 verfährt, kann die Formel erhalten werden 

«O1 Via = V.DrDu 
und die Operation an diese Gleichung mit & ergibt 

«Via = D[V.DrORr] 
wo x nach (/. 34) berechnet wird, wenn man darin die Funk- 
tion & durch & ersetzt. Es ist jedoch in Art. 159 gezeigt, 
das «= x sein musz. 

Die vorige Gleichung lässt sich demnach schreiben 

zVra =O[V.prou] 
und diese Relation wollen wir‘ zu unsrer Transformation an- 
wenden. Denn es wird nach derselben 
aV pxe=P[V.Dppxe)=PLV.PD"! Vro(edT!e)]nach (f.158)(/.169) 
—=OTV.(Vr)ve] = — ap (V.eVr) 
oder schlieszlich 
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RR (V EUTIN EIN. (4172) 

Setzt man diesen Wert in den für yg erhaltenen Ausdruck, 
so wird 

yg=[e—xe]lSr + cx Vr—-S.x Vr— V.e.Dd(V.eVr) (f. 173) 

Der unbekannte Quaternion g ist durch diese Gleichung ganz 
in direeten Operationssymbolen ausgedrückt. | 

172. Wir wollen weiter noch zusehen, welche Änderungen 
die eingeführten Gröszen erfahren, wenn / durch /+m ersetzt 
wird, wo m Skalar ist. Wir bezeichnen die Werte, welche 
Y% % %, % ©, ©’ dadurch annehmen mit Ya, Lmy Km Cm Dim D’m 
bzhw. 

Aus der Bedeutung der Gröszen e, € leuchtet unmittelbar 
ein, dass dieselben durch die Substitution nicht beeinfluszt 
werden können. Auch kann leicht die Richtigkeit der nach- 
stehenden Formeln dargetan werden. 

m=ctm, mM=dtm, 9 n=P-+tm.. (f.174) 

Denn es ist nach (/. 154) 

c—=syl 

somit 
m—=S(f+m)=Sfl+Sm=c-+m. 
&,„ soll weiter aus (/-+-m)g in derselben Weise hergeleitet 
werden wie ® aus /(g). Beachten wir die Gleichung (f. 156), 
welche die Funktion & definirt, oder 

ah 
so wird | 
= V.lf-+m)Va=VfVg+VmVg=oVg+mVg=(o-tm)Vg 

Analoges gilt für die conjugirte Funktion ©‘. 

Die Änderungen, welche x» und x erfahren, sind nach den 
vorigen Artikeln bekannt. Es ist nämlich 

m = zT mx, + m?z,- m? nach (f. 42); 
Xm ist der Wert, welchen «9! durch die Substitution erhält, oder 
Xn = 2 (® + m)! — aD! mi + m? nach (f. 38) 
— x mtb m? nach (f. 169) 

Nach der Definitionsgleichung (/. 170) der Grösze y ist 
schlieszlich 
Ym Cm — DE KmE 


= (c4+-m) (a + ma, + m’z, + m’) — Se [xe+ mype + m’ 
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yzytmy, +tmytmytm'....(f. 175) 
wenn die neuen Constanten y,, Y, Y,; nach den Gleichungen 
(f. 176) eingeführt werden 
y„=at en —SEeye, ya tem; —S.Ee, y—=2,+c (f. 176) 

Nach dieser Vorbereitung können wir leicht ersehen, welche 
Änderung die Gleichung (f. 173) erfährt, wenn noch beachtet 
wird, dass 

Fr 
Es wird 
Ynlf + m)r—= | | 
— [am — XnE] Sr + CmKm Vr— SE Km Vr —VEeDn(V.eVr) 
— [x + x,.m + 2m? + m? — xe — mybe — m?e] Sr + 
+ (c+ m) [x + my + m?) Vr—S.(x + mtb + m’) Fr. 
— V.e(® + m)(V.eVr) 
— [2 — xelSr+exg Vr—S.. x Vr— VeoO(V.eVr)—+ 
ni m|(a, — ve)Sr + (eV + x)Vr — SEWVr— V.EeV(eVr)] + 
— m?[(&, — e)Sr +(c+Y) Vr — S.EVr] + m?r 
oder 
Yaly mer a Gr + m’r = 
= fyf!mF+m’G mr ..... (f. 177) 
wenn die neuen Funktionen 
Hr — [», —vVelSr+ (ey + x)Vr— Se. Vr— V.eV(eVr) (J. 178) 
= (m —e)S$r + (et Y)Pr— Se Ver, j 
BE, werden. 

Indem an die Gleichung (/. 177) mit f-+m operirt wird, 
erhält man 
m —yrmlSFEryf) m/f HF) tmlf+ @)+m* (f.179) 
eine symbolische Beziehung, welche mit (/. 175) verglichen 
werden kann, wodurch sich ergibt, wenn die Üoefficienten 
gleicher Potenzen von m einander gleichgesetzt werden, 

= Ft y, y=j/6+Ry—=f+@.. (180) 

Zwischen diesen Gleichungen können die Symbole 7, @ elimi- 

nirt werden. Es entsteht dadurch 


Gy h Fey oylti.n oo (f. 181) 
Hertha ner (/. 182) 


und 
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womit die umgekehrte Operation /! in der direkten / aus- 
gedrückt wird. 

Schreibt man die zuletzt erhaltene Gleichung in die Form 

Bf r e. (f 188) 
so kann gesagt werden, die Funktion / genüge einer biqua- 
dratischen symbolischen Gleichung. 

Die vollständige Lösung der allgemeinen linearen Gleichung 
ist somit in dem Gleichungssystem (/.182) (/. 176) (f. 170) 
(f. 154) (f.41) (f. 34) enthalten. 

173. Ein einfaches Beispiel möge wenigstens teilweise die 
vorhergehende Theorie erörtern. Es sei die Gleichung 

A en, _ (f. 184) 
zur Auflösung vorgelest. 

Hierbei ist | 

Jazag+ gb, l=a+b, fa=garbg, fl=arb 
c=S(a+b),e=Vlat+b)=E .... (f.185) 
DVg = VfVg=V.[aVg-+(Vg)b]= V.aVg+VgSb+V.VgVb 
— V.aVg +S85Vg — V.VbVyg 
— V.[aVg + (Sb — Vb)Vg]= V.(a-+ Kb)Vg 
DO Vg= V.(Ka+b)Vg nach Art. 140. 

Es kommt nunmehr darauf an, die Gröszen x, 2,,2, zu be- 
rechnen nach (/. 34) (f. 41). Statt A, #, v wollen wir Va=e, 
Vb=ß und Vxß wählen. 

Es. wird hiermit 
Dr = V.(Ka+b)e=V.(c— + B)e = ca — Vaß 
Da—= V.(Ka+b)B= Ve — a + PB) = cß — Vaß 
Dv—=V.(Ka+b)Vaß= V.(—-a+BßB)Veaß—=(c- x +Pß)Vaß, 
weil | 
S.(c-- 2&+ß) VeB—=S.(ß—a) Vaß=S.(B--a)eB=SBaBß—=— Saß’—0. 

Weiter erhält man 
S.PIVaPv—=S.(ca — Vzß) (cß— Vaß) (c— aß) Vrß 

—= c’8.2ßB Vzß +e’S.[aß(B — 2) — a Vaß-(Vaß)B]V&Bß 
—cS.[}e VeßVeß)BI(—-)+NVaxBß]VxB 
— 8.(ß—) Vaß N Vaß 
—= —(c?N Vaß + 0°S.2B(ß — x) Vaß— 
—c8.)& Vaß + (Vaß)BI(B—) Vrß 
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—=—c’NVaß + 0S.(2&—B)Vaß(a-—B)Vap 
= — c’N Vaß+cS.[(& — B)Vaxß]? 
—=— c? N Vaß — cN.(a — P)Vaß 
—=—c’N Vaß — cN& — PB) N Vaß 
Es ist noch 
N&—B)=— (e—-PB)—=—(Va— Vb)’—=—[ V(a—-b) =N V(a—b) 
und deshalb schlieszlich 
S.IrDuov = — NVaß[e? + cNVla —b)]. 
Die Grösze 
S.Ia0/ ud + nor Ho ag'a] 
‚ wird, indem die Faktoren der einzelnen Glieder umgetauscht 
werden, bis aus. allen V«ß als Faktor ausgenommen werden 
kann 
— $.[)202ß — &Vaß(Veß)Blle — a +Pß) + 
+ (ca — Vaß) (08 — Vaß)]Veß 
—=80:8.2ß Vaß — c8.[2x Vaß + 2(Vaß)8 + 2ußlx — B)]VxR 
-HS.[(Vaß)?— ja Vaß + (Vaß)B(@—B)]VaR 
= — 30N Vaß— 8.[2e Vaß + (Vaß)B](z —B) VaRß 
—— 30 N Vaß + NM&—-B)NVaeß | 
= — NVaPß[3c?— NV(a—b)] 


S.]evQ'% + vaQ/a + Aug — 
—=S.|(cx — Vzß)B + (ce ß— Vaß) -+ aßlc—x + P)]Vaß 
—=3c8.2ßB Vaß — S.[a Veß + (Vaß)B + aß — B)]V aß 
=—56.NVaß | 
Somit ist | 
2—=c?+.cNV(a — b), &, = 30? — NV(a — b), ©, = 3c (f. 186) 
Wir können nun die Funktionen be, xe berechnen 
De=V.(a+ Kb) =V.(a+ Kb)V(a-+b) 
—V.(+& — B)(e +P)=cle +P) + aß — Pa 
—=cV(a+b)+2V.VaVb=2Vab + S(a — b)V(a — b) 
De —= V.(a-+ Kb) Vi(a+ Kb)V(a-+-b)} 

Es sind nunmehr die Funktionen Y, x unmittelbar hinzu- 
schreiben. Doch wollen wir auf die Mitteilung der Resultate 
verzichten, weil dieselben zu ausführlich werden. 

Wir ersehen jedoch hieraus, wie mühsam die Lösung einer 
einfachen linearen Gleichung nach der allgemeinen Methode wird. 
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Es ist deshalb vorzuziehen nach einer besonderen Lösungs- 
methode umzusehen. Eine solche ist von Hamıvron für die in 
diesem Artikel betrachtete Gleichung mitgeteilt worden. 

Wir gehen jetzt zu derselben über. | 
174. Es sei deshalb hier wieder die Gleichung (f. 184) oder 
a7 + gb=c 
vorgelegt. Indem wir dieselbe einmal mit Ka, und auch durch 

b multipliciren, erhalten wir 
Ka.ag-+t Ka.gb—= Ka.c und agb + gb?= cb 
Die erste dieser Gleichungen wollen wir zuerst umförmen. 
Es wird dadurch 
qNa-—+ Ka.gb = Ka.c 
Die zweite lautet 
Gb agb = ch. 
Die Addition ergibt somit 
ga(Na + b*) + 296Sa = Ka.c+ cb 
(Na + 2bSa + 5°) = Ka.c 4 cb 
cb + Ka.c 
rn RAR ENTE (f. 187) 
Als ein besonderer Fall sei gewählt ce=0. Schreiben wir 
nunmehr die gegebene Gleichung in die Gestalt 
RE ae Re (f. 188) 
so ist in dem vorigen Resultate auch 5 durch —D zu ersetzen. 
Es wird sodann 





9 Ka.c— cb 
1 T Na — 39a b: 
und für c=Ü ergibt dies 3=0, ausgenommen wenn zugleich 
Na 12hSar be 01 are MAN (‚f. 189) 
Diesen Fall wollen wir weiter verfolgen. Aus (/. 188) 
schlieszt man | 





Tag— Tob oder a—=Tb ..... (f. 190) 
Die Gleichung (/. 189) kann demnach wie nachstehend ge- 
schrieben werden 
Nb-b2 25a = 0. en (FaL9R) 
Nach den Gleichungen (db. 134) (b. 150) ist 
Nb = Sb? — Vb* und db? —= Sb? 4 2S0Vb 4 Vb?, 
Deshalb. ist 
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Nb + b?= 285? + 2S6Vb=2bSb, 
und die Gleichung (f. 191) ergibt nun 


Weil 
NVb— Nb — Sb? und NVYa=Na — Sa?, 
so kann aus (f. 190) (f. 192) geschlossen werden, dass auch 
Wenn wir daher 
| Urea = ,SDHb—BUN HNO, (7.193) 
setzen, so wird 
Va—=ta, Vb—tß 
sein, wo t der gemeinsame Tensor der Vektorteile von a und 
b bedeutet. Man kann somit setzen 
= tteybe=en + tB 
wo a, der gemeinsame Skalarteil der Quaternionen a, 5 ist, 
und wenn noch 
VE UA DEN (f. 194) 
angenommen wird, wo w=8g, p—= Vg, so ist die Gleichung 
(f. 188) identisch mit der nachstehenden 
(an +12) (+ = (w+P) (a +18) 
oder 
ve - P)=pP —ap....... (/. 195) 
Hiermit wird nun 
Sw(a — B)p = S(pß— ap)p = Spßp — Sup? =— S2p?— Sap? — 0. 
Deshalb muss o _L&—ß sein; wenn y ein willkürlicher 
Vektor ist, so kann daher gesetzt werden 
p=Vrl@a — ß) 
und hierdurch geht (/. 195) über in 
we — B)—=[Vyl@ — P)IE — #Vy(a — P) 
Indem auf beide Seiten mit Y operirt wird, entsteht 
we — B)—=— V.BVy(ke — PB) — V.xeVyle— B)=— V(a+B)/y(@a—P) 
——-(a- P)S(a+B)y +rSle +8) (e—B) 
— —(#— B)S(z + B)y + »S(a”—B”—2VaB) 
—— (#—B)S(@ + B)y +28) 
—— (#—B)S(a + B)y —r(Ta2— TR) 
Weil jedoch & und £& Einheitsvektoren sind, verschwindet 
das letzte Glied und man erhält 
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u — — S(& + B)y 
Nach (/. 194 ist somit 
9=— Sat Br + Prla—P) 
— — Say — Sßy — Vay + VBr 
—=—ay — Koy=—ay—yß. 
Weil x willkürlich war, kann daher auch gesetzt werden’ 
De ER BEERN (‚f.. 196) 

Ein zweiter besonderer Fall ist derjenige, wo b der Negative 
des Quaternions a ist, wo deshalb die erste Seite der gegebenen 
Gleichung die Gestalt ag — ga hat, Wir können sodann un- 
mittelbar die zweite der Gleichungen (d. 152) anwenden, nach 
welcher gesetzt werden kann 

ag — ga—=2V.VaVg 

Die erste Seite der vorgelegten Gleichung ist somit ein rechter 
Quotient. Dasselbe musz somit auch mit der zweiten Seite der 
Fall sein. Wir schreiben daher die gegebene Gleichung in die 
Form 

I Er N 
oder 
FAHNEN SO E Gere) 
Es ist dies die mit (/. 73) bezeichnete Gleichung, deren 
Lösung nach (/. 74) lautet‘ 
| 79 (Va)(@-+ß) 
wenn x ein willkürlicher Skalar ist. Die vorgelegte Gleichung 
(f. 197) lässt den Skalarteil des unbekannten Quaternions unbe- 
stimmt. Die vollständige Lösung wird demnach sein 
guy lMay Nm EB) nn... (f. 199) 
und dieselbe enthält zwei willkürliche Skalare. 

175. Es gibt einige Gleichungen anderer Form als die im 
vorigen Artikel betrachtete lineare Gleichung, welche zu der- 
selben zurückgeführt werden können. Wir wollen einige hier 
anführen | | 
1°, ME Bao Sr EEE (f. 200) 

Denn wenn man mit c-! und durch 5’! multiplicirt, so 
entsteht 

e-lag - gab — cleb! 
in der man cd —=a, db! =b, c—1eb'-!—=c setzen kann. 
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20, EN ee (f. 201) 


Dieselbe multiplieire man mit g=! und al durch g=!; es 
wird erhalten 


l=rlatbg 
worin g-'=r gesetzt werde. 
30, REKEN a rei > (f. 202) 


Dasselbe Verfahren wie bei der vorigen Gleichung angewandt, 
ergibt 
c=g.a0bg 


c=ra- br. 

176. Der in diesem Abschnitte erörterte Stoff ermöglicht auch 
die Bestimmung der Differentiale weniger einfacher Funktionen , 
wie wir denselben schon im Artikel 117 begegnet sind. Denn 
wie aus jenem Artikel ersichtlich, erfordert die Bestimmung des 
Differentials der Funktion 4”, wenn m eine gebrochene Zahl ist, 
die Lösung einer Quaterniongleichung, in der das unbekannte 
Differential linear vorhanden ist. 

Wir wollen in diesem au eine der vorher erörterten 


somit 


Methoden dazu anwenden d.gi zu bestimmen, wo %k, l ganze 
arithmetische Zablen sind. 

Zu dem Zwecke greifen wir zur Gleichung (e. 15) oder 
ragt... rar — 

r —ldr Hr dr.r 4... + rdr.r ? der 
zurück, wo | 
gi =[r 
gesetzt ist. 

Wenn wir diese Gleichung mit r=! und zugleich durch r 
multiplieiren,, auszerdem aber die erste Seite der Gleichung mit 
() bezeichnen, so erhalten wir 

Tor — rar Dean el are 
und die Subtraktion dieses Resultates von der Gleichung (e. 15) 
ergibt 

Q— Or = rldr — r1ldr.r' 
und nach der Multiplikation mit r 
rdr - dr =rQ — QAr...... (f. 203) 
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Es ist dies eine lineare Gleichung der im Art. 174 zuletzt 
betrachteten Form zur Bestimmung des gesuchten Differentials 
dr. Die zweite Seite der Gleichung ist nach der zweiten der 
Gleichungen (db. 152) ein Vektor, wie gefordert wird. Nach 
(f. 199) ist die Lösung nun unmittelbar hinzuschreiben,, nämlich 

dr—=y+ aller)! + 2Ver)UrQ — Qr). . (f. 204) 

Dieser Wert des Differentials enthält jedoch zwei noch un- 
bestimmte Skalare; es kann hieraus ersehen werden, dass die 
Überführung der Gleichung (e. 15) in die Form (f. 203) nicht 
den Nutzen gewährt, welchen dieselbe zuerst zu versprechen 
schien. 

177. Den Wert der Skalare x, y zu bestimmen, tragen wir 
den gefundenen Ausdrück für dr in die Gleichung (e. 15) ein, 
welche dadurch eine identische werden musz. In dieser Weise 
wird erhalten | | 
Ver te II IL V Ar... Lr(Ver)r 
FH Tg, Qt + Qt + Qu], 
wo 


Q, = (Fr) (rQ — Or) 
gesetzt ist. 

Wenn diese Gleichung mit einer willkürlichen Potenz von 
r, 2. B. mit r”, multiplieirt wird und die Skalarteile der beiden 
Seiten einander gleich gesetzt werden, so erhält man 

Sal ne SEN (205) 

Denn es ist allgemein für jedes ganze a 

St Vllt — S, |prttal Pop) gel 
rer er) Sr tl Per)o 

und in gleicher Weise 
Stage — SritilQ, 

— Sr HU Vrl)-UrQ — Qr) = 

— Sr + UV or) -WQ — Ser t AUT )IQr 

— SU VA Q — St Ur )IQlr 

US oe an un WAR FE SR A Late 2) a 4 
Die bei dem ersten Gliede angewandte Transformation ist er- 
laubt, weil 

AH, (Por), 7 
16 
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complanare Quaternionen sind und das associative Princip bei 
der Multiplikation gültig ist, Es wird nun weiter 
Sta esnIAIQ — Sr Ver IQ—=0. 

Die Gleichung (/.205) setzt uns in den Stand, indem wir 
für A zwei specielle Werte wählen, auf einfache Weise die 
Constanten x, y zu bestimmen. Dabei soll noch beachtet wer- 
den, dass die erste Seite jener Gleichung leicht vereinfacht 


werden kan. Man erhält nämlich durch den soeben erörterten 
analoge Transformationen 


| 
SQ = kS.rtgt-Idg = kS.r" tr 'dg 
und wenn dieser Wert in (f. 205) eingetragen wird 
k—1 : 
S St dg = ySrttAL aSrti UV rl. (f. 206) 


Setzt man hierin nun zuerst A=1 —/!, so wird erhalten 
DR 
y-l Sarg. 


Die Einführung dieses Wertes in (/. 206) Ban 
- ES rl Raus: re dgq — (Sr! +1) 8.r =_ z 


ae: Rn dg— (Sr dq 


k—1 
— SL Art Krrea), 
Nehmen wir weiter an h=1, so man a 


LS. RT SI Wr % 2 


* und die erste Seite dieser Gleichung wird vereinfacht zu x 
weil ) 
SV r)=S(Sr LI r)Vr)t=(Sr)SVr)t1=1, 
weil (Y/.r')-! ein Vektor ist. 

Somit ist schlieszlich : 


ze 
d=7SI492d4+7 EITTEITN TE dg) + 


Nee. (/. 207) 


178. Es ist uns schon mehrmals der Fall begegnet, dass in 
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dem aus einer Quaterniongleichung aufgelösten Werte des Un- 
bekannten eine willkürliche Grösze, Skalar oder Vektor, sich 
vorfindet. Der unbekannte Quaternion ist sodann durch die 
gegebene Gleichung nicht völlig bestimmt. 

Wie in Art, 147—151 dargetan ist, ereignet dies in allen 
den Fällen, wo die Grösze = der allgemeinen HAnmıtronschen 
Methode verschwindet. 

Wenn wir die allgemeine Lösungsmethode mittelst der Re- 
duction auf die viergliedrige Grundform anwenden, so wird der 
Fall der Unbestimmtheit eintreten, wenn wir nicht vier Skalar- 
gleichungen zur Bestimmung der Gröszen w, x, y, 2 erhalten 
oder wenn dieselben nicht unabhängig von einander sind. 

Wir wollen noch einige Beispiele hinzufügen. 

Die Gleichung Sg=a ergibt y=a--9, wo p ein willkür- 
licher Vektor ist. 

Tg= a ergibt 9=aUr, wo r ein willkürlicher Quaternion ist. 

Aus Vag=ß schlieszt man 

g—a+ß, g=a'a+Bß), 

weil Sag unbestimmt geblieben ist. 

Aus V’.aVg=ß erfolgt 

Vg=ar'e-+-Bß), 
wie schon in (/. 74) gefunden; Sy kann noch willkürlich ge- 
wählt werden, somit wird 
| q=yta(e+ß) | 

die Lösung sein. Es kann der Gleichung nur genügt werden, 
wenn S2ß =. 

179. Es sei zum Schlusse dieses Abschnittes die Lösung 
eines Systems simultaner linearen Quaterniongleichungen, dem 
man häufig begegnen wird, mitgeteilt. Es ist dieses System in 
(f. 208) enthalten 

N STE EU IS (f. 208) 

Dass die Lösung in der Tat eindeutig sein musz, ergibt 
sich folgendermaszen: Wären p,, p, zwei dem Systeme genü-« 
gende Vektoren, so hätte man 

Sep =a, Sap,—=a, somit Self, — p,)=0; 
und in gleicher Weise | 
Sl — p)= 0, Sl — A) = I. 
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Es wäre daher der Vektor 7, —?, senkrecht zu den drei Vektoren 
%, 8, y, was offenbar unmöglich ist. Somit soll p, — p, ver- 
Tue, oder , =Pp.: 

Aus den beiden letzteren der Blöchunsen (f. 208) erfolgt 

yDßp -- BSEp—=by — cß 
oder 
VeVßy —=by — cß nach (e. 40) 
In derselben Weise wird erhalten 
VoVyae—=ca —ay 
VeVaßB=aß — ba 
somit 
V.slaVßy +bVya + .cVaß) =. 
Es soll deshalb po dem Vektor 
aVßy +bVyx +cVaß 
parallel sein, sodass man setzen kann 
p—= zlaVßy +bVyax + cVxPß) 
wenn x ein Skalar ist, dessen Wert wir näher bestimmen wollen. 
Es ist. 
S.0p = aSa(laV By +bVya& + cVaß) 
— vaS.aVßy + vbS.aV ya 4 208. Vaß 
worin die letzteren beiden Glieder verschwinden. Somit ist 
S.ap = zaSaßy ; 

sach (. 208) ist sodann aber auch 





a — aasaßy 
u! 
Sy 
Die gesuchte Lösung des Systems ist daher schlieszlich 
aVßy +bVyz -cVaß 
— ee NS (7.209) 


Wenn nicht drei Gleichungen von der hier benutzten Form 
gegeben sind sondern nur zwei, so ist der Vektor a dadurch 
nicht ganz bestimmt. 

Es sei gefragt die allgemeinste Lösung des Systems 
Saep—a, SBp—bil.n: „anal (2210) 
zu finden. | 

Mit en lässt sich daraus folgern 

S.(b2z — aß) == 0. 
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Dem Vektor p, welcher hiernach senkrecht zu bz — aß er- 

scheint, kann daher die Form erteilt werden 
= Mlbz =aß)yr. u... Hull /a2Ll) 

wo y ein willkürlicher Vektor ist. 

Statt x kann stets gesetzt werden 

y=us vB +wVaß 
wo u, v, w willkürlich veränderliche Skalare bedeuten. Die 
Substitution dieses Wertes in (/. 211) ergibt 
p=(bv+ au)Vaß + wV.(bz — aß)V aß. 

Ersetzt man noch 5v-+- au durch einen neuen Skalar x und 
bestimmt man den Wert des Skalars » durch die Substitution 
des für a erhaltenen Ausdrucks in (/f. 210), so wird schlieszlich 


= xVaß- V VB RED (212) 


die allgemeinste Lösung jenes Gleichungssystems sein. 

180. Die Ergebnisse des vorhergehenden Artikels gestatten noch 
eine wichtige Anwendung, die Auflösung der linearen Vektor- 
gleichung nach einer neuen Methode, bei welcher einige bisher 
nicht erörterten Punkte der Theorie Erledigung finden. 

Wenn gegeben ist 





Da RI T et (f. 213) 
so. leitet man hieraus unmittelbar die nachstehenden Beziehun- 
gen her | 
Sadp = Sa, Sad = Sud, Svdp—=Sw .. (f. 214) 
wo A, #, v drei willkürliche nicht complanare Vektoren bedeuten. 
Es ist sodann aber auch 

SDR =, SD u = Sud, Sedv=Sv.. (f. 215) 
Wenn daher ®i, da, ®v nicht complanare Vektofen sind, 
so kann nach dem vorhergehenden Artikel hieraus geschlossen 
werden 
= 323. Vd’ao'v + Su. Vo'vo’a + Sv3.Vord' a (4. 216) 
Ss.0r0 ud'v Ber 
Es ist hierbei zu bemerken , dass der gefundene Wert Inva- 
riantencharakter besitzt, wie man auf dem im Art. 144 verzeich- 
neten Wege dartut. 
Eine specielle Wahl der Vektoren A, &, v kahl der Lösung 
öfters eine einfache Gestalt erteilen. Als Beispiel wollen wir 
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wieder die im Art. 154 schon gelöste Gleichung 
"Voß=r 
aufnehmen. Wählen wir auch hier für A, «, v die Vektoren 
&, ß, %, so ist | 
V.ougpv—=ß’V.aVayß 
— B?V.x(ayß + Saßy) 
— P?a?Vyß + aß?Sapy 
voor = V.(Vayß)R 
= a’ V.(ayß + Saßy)R 
= a’ß’Vay + Ba’Saßy 
Vo ro a = — a’Rß?Vaß. 

Daher wird nach (/. 216) 

__ (e=18ay + BT!SBY)Saßy — (Say Vßy + Sßy ya +y?’Vaß) 
A) SaBßSxßy Se ei 
und dieser Wert geht mit Hülfe der Relation (ec. 46), wenn 
man hierin p durch y% ersetzt, über in (/. 70). 

Im allgemeinen kann keiner der Vektoren Dr, Da, 
verschwinden. Denn wäre dies z.B. mit ®A der Fall, so hätte 
man, wenn unter x ein willkürlicher Vektor verstanden wird, 

Spar =0 oder Sam =0, 
eine Gleichung, welche erfordert, dass für alle Werte von p 
der Vektor &p senkrecht zu A, d. h. dass die lineare Vektor- 
funktion keine willkürliche ist. 

Wenn jedoch ®ıA verschwinden möchte, so wird nach der 
ersten der Gleichungen (/. 215) auch weiter S23 der Null gleich 
kommen und der in (/. 216) gefundene Wert für x wird un- 
bestimmt. 

Übrißens kann dieser Wert in dem allgemeinen Falle durch eine 
passende Wahl der Vektoren A, #, v in eine neue Form ge- 
raten. Sind o, r zwei beliebige Vektoren, so setze man 

k= Vs, v= Vör 
Die Substitution dieser Werte in (f. 216) ergibt 
Sı3 V(® Vr.d' Vor) 
PR So Veryo' Vor) "N a 

Diese Gleichung geht auch aus (f. 32), (f. 34) hervor, wenn 
man darin VA durch d, A und & durch zwei zu 8 senkrechte 
Vektoren ersetzt und endlich noch v in A abändert. 
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181. Die Lösung (/. 216) kann nicht mehr Anwendung finden, 

wenn die Relation | 
dr ad... (f. 218) 

stattfindet, Es ist dies der schon in Art. 147—151 erörterte 
Fall, wo der Coeffieient &, den wir im Art. 143 einführten, 
verschwindet. 

Die Vektoren Pr, ®'%, Pv sind in diesem Falle complanar, 
Man kann daher setzen 

Pan + bon 

und die dritte der Gleichungen (f. 215) musz deshalb aus den 
beiden andren hergeleitet werden können, sodass nur zwei un- 
abhängige Relationen 
SIor=S18, S du = Su... (f. 219) 
stattfinden. | 

Die allgemeinste Lösung dieses Gleichungssystems, somit auch 
der linearen Vektorgleichung in dem betrachteten Falle, ist 


nach (/. 212) 
ir DVu.Sr8 — Dr. Sad 
= 2V.drDd a V Voron u 23670220) 
In diesem Falle kann der Umstand, dass einer der Vektoren 
®r, Du verschwindet, eintreten und der für px angegebene 
Wert wird sodann unbestimmt, Wenn nämlich $’A verschwin- 
det, so erfordert dies nach (/. 219), dass dasselbe mit S23 der 
Fall sei. Es muss somit A senkrecht zu 2 sein. 
Bei der Wahl der Vektoren A, &« werde dies wieder beachtet, 
Wir wollen diese Resultate dazu verwenden die früher schon 
gelöste Gleichung 


Vr=y 
einer neuen Betrachtung zu unterwerfen. Die Gleichung erfordert 
Sey—0. 


Für A können wir nun nicht den Vektor x wählen, weil 
sodann ®A verschwände Lassen wir A, & ganz willkürlich , 
so ist nach ( f. 220) 
Sıy Veu 4 Suy Via 

V.Ver Van 
Va EV (6.212). (@440) 
ADE. 


p—= 2V.Var Van — V 


— Da Sa — 
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— za’ NSaur.aı — v2 ‚ weil Say = 0 


— ea (4%) 
wie im Art. 154 gefunden ist. 
182. Die erhaltenen Resultate setzen uns auch in den Stand 
die Gleichung 
| Ir, 
welcher wir im Art. 149 begegneten, allgemein zu lösen. 
Wenn A, x, ©v nicht complanar sind, so kann zu diesem 
Zwecke in (/. 216) ö der Null gleich gesetzt werden, wodurch 
wir finden „dass auch = verschwindet. 
Ist dagegen die Bedingung (/.218) erfüllt, so musz der Wert 
(f. 220) Anwendung finden und die Annahme 5=( ergibt 
a=aV.oıo u 
wo A, « willkürliche Vektoren bedeuten, welche jedoch nicht 
die Funktion ® der Null gleich machen '). 
Wird z.B. die Lösung der Gleichung 
Varß — a Taß= 0 
gesucht, bei welcher der Bedingung (f. 218) genügt wird, so 
wählen wir für A, « die Vektoren #, 8 bzhw. Hierdurch wird 
Pr—=a’ß — alaß, Da— ap? — PTap, 
V.o oa = V.a’Rß?(laß + Ba) 0. 
Somit ist r=0 die Lösung der vorgelegten Gleichung. 
Schlieszlich sei noch die Lösung der Gleichung 
y,8%,# + Y,9%,# 4 Y,88,7 = 0 
gefragt für den Fall, dass %,, %,, x, complanar sind; es ent- 
spricht diese Bedingung der Forderung, dass der Coefficient 
verschwindet. 


1) Dieses Resultat hätte man auch in einer andren einfachen Weise erhalten 
können. Es wird die Lösung gesucht der Gleichung $ = 0 bei der Nebenbedingung 
S.d' ap udv = 0. 

Aus letzerer schlieszt man 
S.(V.p'r0’a)o'v = 0 oder S.v0(V.d'r0'u) = 0 nach (‚f. 29). 
Diese Gleichung musz für jeden Wert von v erfüllt werden, was offenbar nur 
möglich ist, wenn man hat 
ro) = 0. 
Somit ist zY.p’Ap'a die Lösung der Gleichung $p = 0. Es ist dies ein mit (f. 52) 
ganz übereinstimmendes Resultat. 
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Hierbei ist 
D—a,Synt a,Syp + 0,8Y;p. 

Nehme man für A den Vektor Vy,y,, so würde &’r der 
Null gleich werden. Diese Wahl ist daher nicht gestattet. 

Lässt man wieder A, # willkürlich, so wird leicht gefunden 

Vv.orod a = —-(Va,a,S.Vy9;Vru + Vasa,S.Vysyı Vau + 

+ Va,2,8.Vy,y,ViR). 
Wählt man nun erst A, « derart, dass 
Vin = UVyy,= UVyy, = UVy;y; 
und beachtet man, dass 
| S8.Vy,9, U Vy3y; = 8.1Vy,9,(UVy,Y;)” = — TVy;Y; 

so ergibt sich schlieszlich 
-—=s(TVy,y;.Va2, 1 TVy;Y,. Vase, + TVyY,-Va,2,) (f. 221) 
als die gesuchte Lösung. 

Hierbei ist angenommen, dass die in den Quaternionen 
YyY33 Y3Yı, Yıy, enthaltenen Drehungen den nämlichen Sinn 
haben. | 

183. Zum Schlusse sei noch die Lösung der linearen Vek- 
torgleichung erörtert, wenn die lineare Vektorfunktion in der 
dreigliedrigen Grundform gegeben ist: 

ASP AL a Var (,f. 222) 

Die Operation mit S.y,%, an die beiden Seiten dieser Glei- 
chung ergibt 





Ei. Yıyıya 
In gleicher Weise wird durch die Operation mit $.y,y, und 
mit S.y,y, erhalten 
I) Da 
Sz,p = S&,p = Se 
nach (/. 209) ist daher 
ee SYYz9 Va,&; Be —+ Sy, 99 V&,&, . (1.223) 
212%) 172%3 
Dieser Wert wird unbestimmt, falls y,, %, %, complanar 
sind, weil sodann _auch 8, der Gleichung (f. 222) zufolge, in 
der Ebene jener Vektoren enthalten sein musz. 
In diesem Falle kann der Vektorfunktion eine einfachere 
Gestalt erteilt werden. Denn bestimmt man nun den Vektor 
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z aus (f. 221), so kann man von den drei willkürlichen Vek- 

toren &,, &,, 2, ein paar z. B. z,, &, derart wählen, dass 
Ve, =# 

und dadurch musz %,, welcher durch die Gleichung (f. 87) 

definirt wird, verschwinden, sodass die lineare Vektorfunktion 

die Form annimmt 


D=YSap 4 Yysayp. 





QUATERNIONGLEICHUNGEN DES ZWEITEN 
UND HÖHEREN GRADES. 


184. Wir betrachten ‘zuerst Quaterniongleichungen, welche 
nur complanare Quaternionen enthalten und deshalb rein alge- 
braischer Form sind. | 

Die einfachste hierher gehörige Gleichung ist: 

ERSTE EST (9.1) 


wo Q ein bekannter, g der unbekannte Quaternion ist. 
Indem von den beiden Seiten die nr Potenz genommen 


wird, wird die Lösung erhalten 
Bl ee er (9. 2) 
Denn die Bedeutung .dieser Symbole ist nach Art. 74—77 
bekannt. Es ist nämlich 


7Q=(T9): cos (2 £ Q)+sin(z 2 0) org]. ge 

185. Der Begriff. der Wurzel eines Quaternions kann 
jedoch verallgemeinert werden, und es steht diese Verallge- 
meinerung in Verbindung mit einer analogen bei dem Begriffe 
des Quaternions selbst. 

Bisher nahmen wir nämlich an, der Winkel eines Quater- 
nions sei zwischen 0 und x enthalten. In den nachfolgenden 
Artikeln wollen wir diese Voraussetzung fallen lassen, indem 
wir festsetzen, dass zwei Quaternionen einander gleich genannt 
werden, wenn dieselbe, bei derselben Achse und demselben 
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Tensor, Winkel haben, welche um ein Vielfaches der Grösze 
27 verschieden sind. Wenn somit 
g= Tg(cos £g-+ sin £g.UVo) 
gesetzt wird, wo Zg zwischen 0 und enthalten ist, so soll 
ebenfalls gelten 
g—= Tyleos(Zg + 2m) + sin(Zg-+2kr)UVg]... (9. 4) 
wo k eine ganze Zahl bedeutet. 

Nach dieser Definition wird nun unmittelbar einleuchten, 
dass jede n' Wurzel n gewöhnliche Quaternionwerte be- 
sitzt. Wenn man nämlich die Definition der n‘®" Wurzel sich 
erinnert, welche durch die Gleichung (g. 3) ausgesprochen wird, 
so wird klar, dass allgemeiner nunmehr geschrieben werden 
musz 
VQa=Q'=(TQ) [er sin vral.. (9. 5) 
wo k der Reihe nach die Werte 0, 1, L ....n— 1 erhalten 
kann, weil der Wert der Wurzel für k=n mit derjenigen 
für k=0 nach (g. 4) übereinstimmt. 

Die neue Definion macht auch neue Namen notwendig. Nach 
Hanmıtron wollen wir als den Winkel eines Quaternions einfach 
den zwischen 0 und r enthaltenen Wert betrachten, und die 
Grösze ZQ-+ 2nr, also jeden von dem Winkel um ein Viel- 
faches von 2r differirenden Winkel, die Amplitude des 
Quaternions nennen und mit Am.g bezeichnen. Es gilt somit 


Amg—=Lg-+2kr, Och ee (g. 5*) 
186. Als erstes Beispiel sei gewählt die Bestimmung der vier 
Werte der Wurzel 


rue: 


ga=P/—-1-+i 
Setzen wir | 
so ist 
—=— 1l,0.»=1,y=z=-!). 
Nach (d. 161), (b. 164), E 160) ist 


TQa= VE, 0 LQ= —, somit Z Q— im, Unoe, 


Die vier Werte sind an enthalten in 
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r: 2, 3 
= Ba] cos i a Se sin nn 
wenn der Reihe nach gesetzt wird: k=0, 1, 2, 38. 
Ein zweites Beispiel sei 
Dee, Dre 
Setzen wir wieder | 


-VSHit Y+k-Q=uwtzityjtek, 








somit 
vw——4V3, m 218 WEIN. 
so wird nach den vorher genannten Formeln 
1! 
TQ—3, cos £ an 117 
somit 


ai I ae 


v3 
1 
wo mit arc. cos nn der spitze Winkel gemeint ist. 


Daher sind die sechs reellen Werte der vorgelegten Wurzel 
enthalten in: 


(2 4 1)m — arc. cos _ 
ee 
| 1 
(2% + 1)r — arc. cos —— 
hu or ee] 
v6 6 


wenn der Reihe nach k=0, 1, 2, 3, 4, 5 genommen wird. 
187. Unsre nächsten Betrachtungen betreffen die allgemeinere 
Gleichung | | 
Er itr.eelen \ (9. 6) 
in der 9, 9-9. complanar vorausgesetzt werden. Es ist 
dies eine Gleichung algebraischer Form, indem die 
Coefhieienten mit dem unbekannten Quaternion umgetauscht 
werden können. 
Hamınton hat gezeigt, dass diese Gleichung stets n gewöhn- 
liche Quaternionwurzeln hat und nicht mehr. Natürlich können 
einige dieser Wurzeln einander gleich werden, wenn die Üoef- 
fiienten 9,, 9, :--: 9. besonderen Bedingungen genügen. 


254 


Im Folgenden ist der Hımıttonsche Beweis der Hauptsache 
nach wiederholt. _ 

Unser Zweck sei zunächst zu zeigen, dass eine Gleichung 
von der Form 


= DAR DHLREN OT (9. 7) 
stets wenigstens eine gewöhnliche Quaternionwurzel hat, wenn 
Gy g....g"7V gewöhnliche complanare Quaternionen sind. 


Einige dieser Gröszen können auch verschwinden; wir setzen 
voraus, dass dies bei den (m — 1) letzteren, wo 
lzm<n-l, 
der Fall sei. Es reducirt sich dadurch die Gleichung (g. 7) zur 
nachstehenden 


Pa- NUN... a-MM)=Q...0.8) 
Wir bestimmen weiter eine Grösze g, derart, dass 
MIETE er As (9. 9) 


Dadurch kann man auch (9.8) in die Gestalt, mit (g. 9) be- 
zeichnet, bringen 


Ei) - ee (u - 1)=1 0) 


Wenn A irgend ein Vektor in der gemeinschaftlichen Ebene 

der Quaternionen ist, so sei 
gt, A —a, Aa ed (gan 

gesetzt, wo f, &y, &.... a” Vektoren bedeuten. 

Wir denken dieselben aus einem Punkte O der Ebene ge- 
zogen und nennen | 

3=0PR a0 = 0A, 2 = UA, a Jan = DA; 

Die Gleichung (g. 10) wird mit diesen Voraussetsungen zur 

nachstehenden 


EN - WE1)... (5 Rn 1)=1 . (9.12) 


m Pe I ML [2 re (n—m) 
4) a 


&o & & a) 


oder 





und schlieszlich 
OP \r A’P A”’P AR-m)P 
De DAR DANS OR (g. 13) 
Die erste Seite der Gleichun& (g. 12) setzt Hamınton gleich 
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Dr). Es ist dies sodann ein Quaternion, dessen Wert der 
Gleichung zufolge die Einheit sein soll. Der Quaternion soll 
somit einen Vektor in seiner Ebene nicht ändern, somit soll 
To(r)—=1 und die durch den Quaternion bewirkte Drehung 
Null oder ein Vielfaches von 2 sein. Man erhält daher 

TH )=1, am) 2pr....... (g. 14) 

Es kommt nunmehr darauf an, die diesen Gleichungen ge- 
nügenden Werte von p zu bestimmen. 

Die Punkte A,, A',.... Am®, O sind als gegebene zu be- 
trachten. Ziehen wir er durch OÖ eine willkürliche Gerade 
OQ, auf der p abgetragen werden soll und bestimmen wir, 
welcher Wert des Tensors des Vektors D(r) mit dem gewählten 
Werte von px übereinstimmt. Oder in anderen Worten: Wenn der 
Endpunkt P des Vektors p längs OQ sich bewegt, so fragen 
wir, welche die Änderungen sind, welche die Länge des Vektors 
&(p) erfährt, oder endlich mit den Bezeichnungen des Quaternio- 
nen-caleuls: Wenn Up constant, 77 veränderlich ist, welche ist 
sodann der zugehörige Wert von 7%(p). Nach der Gleichung 
(g. 12) kann man in Verbindung mit (b. 47) (d. 116) schlieszen 


nern) 
(2) (n5+ 1 25) (NI+ yes 254,)(. se 


Pp 
+ an 
oder 


re ar 2 00 2! a hle 


Tp? Tp 3 

: Nr: Er TEN 1—2 en cos Z et . (9.15) 

Welchen Wert wir nun auch für Up angenommen haben mögen, 
stets wird für a=0 auch 7O(p) verschwinden, für T(p) =» 
auch 7%(r) ins Unendliche wachsen, wenn nämlich die ge- 
gebenen Punkte sämtlich in endlicher Entfernungvon O liegen, 
Es musz somit auch für jeden Wert von Up mindestens ein 
Wert von 7% gefunden werden können, welcher 7%(p) der Ein- 
heit gleich macht. Diesen Wert von 7 — oder vielmehr, wenn 
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mehrere Werte von 7p gefunden werden können, die T&(p) den 
Wert 1 erteilen, nur den kleinsten dieser Werte — denken 
wir auf jeden durch O gehenden Strahl OQ, welcher längs Up 
fällt, abgetragen und indem wir die Endpunkte P der so erhaltenen 
Vektoren verbinden, entsteht eine Curve, welche geschlossen sein 
musz. Denn wenn wir in den oben gefundenen Wert für To(p) 
der Einfachheit wegen 


Ip=r, Id, ao, Ja u, se Ua nen 


m m) 


LS ERPENIEHUNZ 5 EZ PO Bl RP 
setzen, so wird dieselbe . | 
p\m /p2 r 67 
1790=(2) ai +1— 27 cos £ PON‘) ( Re 
a,/ \a 


p2 
. ) = 1 —— om nn cos PR Poaem)'. . (9. 16) 


und es geht hieraus hervor: 

1°. dass mit dem Werte von Up, d.h. mit dem Werte der 
Winkel POA’, POA”,.... der Wert von r, welcher 7%®(p) der 
Einheit gleich macht, sich ändern musz, sodass 7% als Funk- 
tion von Up erscheint; 

20%. dass wenn am.Up mit 2r wächst, wodurch jeder der 
Winkel POA’, POA”,.... auch mit 2r wächst, 7%(p) unge- 
ändert bleibt. Dexzelbes Wert von 7%, welcher bei einem be- 
stimmten Up die Grösze TD(p) der Einheit gleich machte, wird 
dasselbe somit bei einem Up tun, dessen Amplitude um 2r 
von derjenigen des vorigen verschieden ist. 

Aus dem letzteren Satze geht nun hervor, dass die durch 
den Endpunkt P beschriebene Üurve eine geschlossene sein soll 
und nicht spiralartig verlaufen kann. Hamıtton bezeichnet die- 
selbe daher als=ein Oval. Die Curve musz weiter den Punkt 
OÖ einschlieszzen, denn weil 7% stets positiv ist, so wird auf 
jeden durch O gehenden Strahl in der NE des Strahles 
ein Punkt der Curve liegen. 

Wir wollen die Curve oder das Oval in einem speciellen Falle 
näher untersuchen. ‘Es sei nämlich die Gleichung (g. 12) eine 
quadratische in Bezug auf p, somit von der Form 


m 


p(P 
a =! ROW Pas (9. 17) 
Die Gleichung (g. 16) ergibt für diesen Fall 
r?[r? + a? — 2 ra cos Z POA’] = a}a”. 

Setzt man noch | 

| ZIRUAT—U; 
so ist deshalb 
lea ölra cos 0) — ala... .. . (9. 18) 
‚als die Gleichung des Ovals in Polarcoordinaten mit O als Pol 
und OA’ als polarer Achse zu betrachten, und es ist aus der 
analytischen Geometrie bekannt, dass diese Gleichung ein Cas- 
sinisches Oval darstellt. 
In dem allgemeinen Falle gelten weiter die nachfolgenden 

Sätze: 

1°. Jeder von O ausgehende Strahl trifft die Curve in einem 
einzigen Punkte. 

2°, Die Curve kann keinen der Punkte A’, A”,.... Au) 
enthalten. 

Denn wenn in die Gleichung (9.16) z.B. 

BR EONZ NL BOARTIZNOAN N... 

gesetzt wird, so wird der Faktor der zweiten Seite dieser 
Gleichung: 


r? r . 

—. 1 — 2 -,cos ZPOA 

a ER, 
verschwinden, daher 7%(p) der Null gleich werden, während 
nach unsrer Voraussetzung für jeden Punkt des Ovals 7%) 
der Einheit gleich kommen musz. 

Wir sind nun zu der Wissenschaft gelangt, dass 7%&(p) der 

“ Einheit gleich ist für jeden zu einem Punkte des Ovals gehöri- 
gen p. Es bleibt uns nur noch übrig zu zeigen , dass wenigstens 
für einen dieser Punkte am. P(r)=2pr werden musz. Zu 
diesem Zwecke denken wir, dass der Punkt P, der Endpunkt 
des Vektors , dessen Tensorwert die Grösze 7&®(r) der Einheit 


gleich macht, das Oval entlang sich. bewegt, sodass am. Fr 
0 


oder am. ne mit 2r wächst. 
17 
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Nach der Definition der m*" Potenz eines Quaternions wächst 





Ir ; 
sodann am. (5) mit Zmr. 
Bei am. On 
Bi 


1272 03 


Wenn jedoch A’ auszerhalb 
Strahl A’P, bei P anfangend, 





(Formel 9. 13) jedoch können zwei verscheidene 


Fälle eintreten. Wenn nämlich 
der Punkt A’ innerhalb des 
Ovals liegt (Fig. 63), so wird 
der Strahl A’P bei einem ganzen 
Umlaufe des Punktes P eine 
ganze Umdrehung 27 gemacht 
haben. Es ist somit in diesem 
Falle 

am. (AP: OA’) 
mit 27 gewachsen. 
des Ovals liest, so wird der 
nach P. (wenn A’P. Tangente 
der Curve ist) sich drehen; so- 
dann geht derselbe zurück bis 
nach A’P; (die zweite Tangente 
der Curve aus A’), nachher 
bewegt sich A’P nochmals zu- 
rück nach A’P,, u. 8. w. 

Der Strahl A’P schwankt da- 
her in diesem Falle hin und 
her; die Amplitude nimmt ab- 
wechselnd zu und ab. Nach 
einem Umlaufe des Punktes P 


hat daher die Amplitude des Quaternions A’P : OA’ den früheren 


Wert wieder erhalten. 


Wenn i die Zahl der Punkte A’, A”,.... Aw”) ist, welche 
innerhalb des Ovals liegen, so ist nach dem Vorhergehenden 
am.(D)p bei einem Umlaufe des Punktes P mit (m -+-t)2r zu- 
genommen. Hierin ist Eins der kleinste Wert von m, Null 
von £. Somit wächst am.(®)p bei einem Umlaufe von P we- 
nigstens mit 27, und es soll daher auf dem Ovale wenigstens ein 
Punkt P liegen, fur den am. (®)p den Wert 27 erhält. 
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Wir haben nun hiermit gezeigt, dass es wenigstens einen 
reellen Vektor px gibt, welcher den beiden Gleichungen (g. 14) 
zugleich genügt. Dieser Vektor x wird auch der Gleichung 
(9. 12), und der reelle Quaternion g=pr:r wird der Glei- 
chung (g. 10) oder (9.7) Genüge leisten, und hiermit ist der 
am Anfang dieses Artikels ausgesprochene Hülfssatz bewiesen. 

188. Der allgemeinere in Art. 187 ausgesprochene Satz kann 
"aus dem Vorigen leicht gefolgert werden. 

Wie in der Algebra kann nämlich bewiesen werden, dass 
wenn g, eine Wurzel einer Gleichung der betrachteten Art ist, 
deren zweite Seite verschwindet, die erste Seite y—g, als 
Faktor enthalten musz. Wir können nun wie nachstehend weiter 
schreiten. 

Die Gleichung 

ar) =—n dr arm )+n—I 
hat nach dem vorigen Artikel stets eine reelle Wurzel g,‘. Die 
erste Seite wird demnach g — q,' als Faktor enthalten und der 
zweite Faktor sei y— g,. Man kan daher setzen 


A a al er (9. 19) 
Die Gleichung 


da +m)t+ni+n—=0 oder gie + g)+ = — 
oder endlich nach (9.19) - 


W-n)U - WM) 
hat nach Art. 187 ebenfalls wenigstens eine reelle Wurzel g,”. 
Indem g -- q,” 
EN 79 
dividirt wird, erhält man eine quadratische Funktion als Quo- 
tient, der nach dem Vorigen in zwei Faktoren (g—9,')(g—43') 
gespalten werden kann. Es ist somit 


at) trete - H)a—-n)a —%). (9. 20) 


In dieser Weise fortgehend erkennt man, dass die Form 


galatac- Ya +) + nl) tm + malt 9 


oder 

PH HR tm rt n— Flq) 
stets n reelle Quaternionfaktoren der Form g — 9,” enthält, 
und nicht mehr als n. 

Die Gleichung (g. 6), welche entsteht, indem die Form 7", (g) 
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der Null gleich gesetzt wird, hat somit stets n reelle Wurzeln 
und nicht mehr als n, welche erhalten werden, indem jeder 
der n reellen Faktoren der Null gleich gesetzt wird. 

189. Die Wurzeln der Gleichungen algebraischer Form mit 
complanaren Quaternionen können wie die Wurzeln gewöhn- 
licher Skalargleichungen höheren Grades bestimmt werden. Es 
sei z. B. die UNE 

P+n+%=0, alle 
vorgelegt mit der Aufgabe die beiden reellen, mit 9,, 9, com- 
planaren Wurzeln derselben zu bestimmen. 

Die Gleichung lässt sich in die Form schreiben 


(+2) Tn-— 0 


g 2 
+a-V a, 


Die Wurzel der zweiten Seite dieser Gleichung hat zwei 
reelle Werte, welche nach Art. 185 bestimmt werden können. 
Hiermit ist das Problem gelöst. 

190. Wir wollen weiter die vorher betrachtete Quaternion- 
funktion n!® Grades 

ANZPTAUT BITTE 30, 
in eine andre Form bringen. jö: 

Ersetzt man nämlich in derselben nach (b. 136) 
g durch 2<+-yUVg, g, durch «, +y,UVg,u.s. w. 

so ersieht man leicht, dass 7'(g) die Form X + YUVg anneh- 
men wird, wo X, Y Skalarfunktionen n!” Grades in Bezug 
auf x, y sind. Die Gleichung (g. 6) oder #,(g)=0 ist somit 
identisch mit 


somit 





X+- YUV =V0 
oder mit dem System 
KM HENRI (g. 22) 
Aus diesen beiden ann müssen x, y bestimmt wer- 
den. Es sind sodann 
Tgeos Lg, Tysın Z g 
bekannt; somit ist der ganze Quaternion g bekannt. 
Die Elimination einer der beiden Gröszen x, y zwischen den 
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Gleichungen (g. 22) ergibt für die andere dieser Gröszen eine 
Gleichung vom Grade n?, wie die Algebra lehrt. Es werden somit 
den Gleichungen (g. 22) n? Wertsysteme für die Gröszen x, y 
genügen , und hierdurch werden auch n? Werte des unbekannten 
Quaternions g gefunden, welche der Gleichung (g. 6) genügen. 

Nach dem vorigen Artikel sind n dieser Wurzeln reell, somit 
müssen n’— n konisch spaltende Quaternionwurzeln der Glei- 
chung (g. 6) bestehen. Dasselbe wird somit auch von jeder 
Gleichung von der Form (g. 1), welche in (g. 6) als besonderer 
Fall enthalten ist, gelten. 

Die nt Wurzel eines Quaternions hat demnach n reelle und 
n? — n complexe Quaternionwurzeln. 

191. Wenn bei einer willkürlichen Quaterniongleichung 7% 
mittelst der Relation 
Tg? — Sg? er Vy° 
Ug mittelst der Relation 

ENTE 
De, 
und die Wurzeln durch Potenzirung eliminirt werden, so nennen 
wir den Grad der erhaltenen Gleichung auch den Grad der 
ursprünglich vorhandenen. 

192. Wenn in diesem Sinne eine Quaterniongleichung n‘®” 
Grades vorliegt, so kann man, indem jeder der darin sich 
vorfindenden Quaternionen durch die viergliedrige Grundform 
ersetzt wird, daraus vier Skalargleichungen n‘® Grades in den 
Unbekannten w, x, y, z erhalten. Die Elimination dreier der 
Unbekannten führt auf eine Skalargleichung vom Grade n‘. 
Es werden deshalb n? Wertsysteme der Gröszen w, @, y, z ge- 
funden, somit auch n? Werte des unbekannten Quaternions. 
Es gilt daher der Satz: 

Einer Quaterniongleichung nt" Grades genügen n? Lösungen. 

Selbstverständlich können darunter gewöhnliche und konisch 
spaltende Quaternionen sich vorfinden. 

Bisweilen können die vier erhaltenen Skalargleichungen nicht 
ausreichen zur Bestimmung der Unbekannten. Es können sodann 
unendlich viele Lösungen der Gleichung gefunden werden. Dies 
ereignet sich z.B. bei der Gleichung 


oder 

= V—; 
wodurch. ausgesagt wird, dass g ein rechter Radial ist, dessen 
Ebene jedoch ganz unbestimmt bleibt. 

Es wird aus dem Vorigen erhellen, dass die Auflösung der 
allgemeinen Gleichung zweiten Grades ein sehr schwieriges Pro- 
blem sein musz, weil dieselbe derjenigen einer Skalargleichung 
sechszehnten Grades gleich kommt. Wir wenden uns deshalb 
in den nächsten Artikeln der Auflösung einiger speciellen 
Gleichungen zu. 

193. Von Hamıtıon ist eine allgemeine Auflösungsmethode 
der Gleichung 


gr 00 Ebern ee. (g. 24) 
angegeben, die wir hier näher erörtern wollen. 
Man setze 
glatt pe (9. 25) 


wo w den Skalar-, p den Vektorteil des Quaternions 27 — a 
bedeutet. | 
Bei der Einführung dieses Wertes in die gegebene Gleichung 
wird erhalten: 
e+wW+2w+ta—pa— (a +4)=0.. (g. 26) 
Setzen wir weiter 
Va=a, S(a+4b)=c, V(a+4)=2y .. (9. 27) 
so sind die Gröszen c, &, y als gegebene zu betrachten. 
Weiter erhält man die Transformation 
ap — pa—=2Vxp nach (b..152); 
somit geht die Gleichung (a. 26) über in die nachstehende 
r+w—c+2wt2V nn -—2y—=0...(g. 28) 
und hierbei musz der Skalar- und auch der Vektorteil der ersten 
Seite verschwinden. Die ursprünglich gegebene Gleichung ist 
daher aequivalent mit dem Gleichungssystem 


r?+wW=c,wH4 Va=Yy:. ..... (9. 29) 
Die zweite dieser Gleichungen, oder 
a ne: (9. 30) 


ist eine lineare Vektorgleichung. Aus derselben kann p mittelst 
einer der allgemeinen Methoden gelöst und der erhaltene Aus- 
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druck nachher in die erste der Gleichungen (g. 29) substituirt 
werden behufs der Bestimmung des Skalars w. Auf kürzerem 
Wege jedoch kann man den Zweck, die Elimination des Vektors 
p, erreichen, indem man wie nachstehend verfährt. 

Aus der Gleichung (g. 30) wird erhalten 

Sy = 8.aV(w + a)p = S.alw + a)p = wSap 
oder 
SE Re (9. 31) 

Addirt man dieses Resultat zur zweiten der Gleichungen 
(9. 29), so ergibt sich 
w+t ap—=y- way 
und hieraus | 








Be 229 | Say). 0. (9. 32) 
Demzufolge ist 
2 N(y + w1Say) 
2 — ZZ [m 
5 al Nw--«) 
EAN ECHT re SL22 
e Na w? Fr aan 


Indem dieser Wert in die erste der Gleichungen (g. 29) ein- 

gesetzt wird, erhält man nach leichten Reduktionen 
w’ — w(c + #”) + w*(cx* + x”) — (Say)?=0 . (g. 33) 

Es ist diese Gleichung als eine kubische Gleichung in Bezug 
auf w® zu betrachten; und es wird leicht bewiesen, dass die 
kubische Gleichung, besondere Fälle ausgenommen, stets eine 
positive und zwei negative Wurzeln hat. 

Dass wenigstens eine der Wurzeln der kubischen Gleichung 
positiv ist, ergibt sich unmittelbar daraus, dass das constante 
Glied : — (Say)?, negativ ist. Dass die beiden anderen Wurzeln 
negativ sind, ist folgendermaszen zu ersehen. 

Statt der Gleichung (g. 33) kann geschrieben werden: 

(ea en 29) 2 07 (Say) — U 
oder nach (c. 53) 
(w — a?) (w! — cw + Y?) - (Vy)”’=0... (g. 34) 

Der Ausdruck 

wi — cw* + y? 
verschwindet für zwei Werte von w?, deren eine positiv, deren 
andere negativ ist, weil x? seiner Bedeutung nach negativ ist. 
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Die beiden Wurzeln der Gleichung 
vw — w+y?=0 
wollen wir daher mit 
FE pi : as pP; 
bezeichnen. Es wird nunmehr, wenn die erste Seite der Glei- 
chung (g. 34) mit F bezeichnet wird: 

Für = —o, F=-—o, deshalb !< 0. 

Für W=—p!:, F=— (Vay)’—= NVay, somit F>0. 

Für W=0, F= — (Say)’, somit F<0. 

Für W=p!, F=— (Vay)’= NVay, somit F>V0. 

Die kubische Gleichung in w” hat somit drei Wurzeln w, , 
Wy, W,, derart dass 

u EEE. 

Es sind deshalb zwei Wurzeln negativ und eine positiv. Dies 
gilt von den Werten der Grösze w’. Man ersieht deshalb, dass 
im allgemeinen w ein positiver und ein negativer Wert, deren 
absolute Gröszen übereinstimmen, zukommt und dass die vier 
anderen Werte imaginär sind. Für p und für 3=w-+-p werden 
demnach auch sechs Werte gefunden. Zwei der Werte des 
Quaternions q sind gewöhnliche Quaternionen, die vier übrigen 
dagegen konisch spaltende. 

194, Ein Ausnahmefall besteht, wenn 82% —=(0 oder wenn - 
a2 

Bei dieser Voraussetzung kann nämlich aus der Gleichung 
(9. 31) oder 

w Sap — Say 
geschlossen werden w—0 oder Sap—0, und es lässt eine jede 
dieser Annahmen sich weiter verfolgen. 

Wenn v=0, so wird 

= und-Vap==y. 
Aus der zweiten dieser Gleichungen wird nach (/. 74) erhalten 
ea) I (9. 35) 
wo x ein willkürlicher Skalar ist, dessen Wert sich jedoch in 
diesem Falle aus 7? =c bestimmen lässt. Denn es ist 


’=— N= Na y)E DET ENy 


— m DPD [0 mm DT 2 ki 
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und es ergibt sich somit die Gleichung 


2. y2 
5) EG 





woher 
a=EVyr’-eca?. 
In (g. 35) eingesetzt ergeben sich daher durch die Annahme 
w=0( die beiden Werte von p 


ae Bye t can. um. (9. 36) 
und hiermit 
—=1ataty EVy?teatl]... . (9. 37) 
Wenn wir die zweite Annahme: 
Spt, 


weiter verfolgen, so können wir wie bei dem allgemeinen 
Falle fortschreiten und die Gleichung erhalten 
w — ulc+a)+yte!=0....(g. 3) 
welche aus (g. 33) hervorgeht, wenn man darin Sy = 0 setzt 
und das Resultat durch w? dividirt. Der Wert von £ in diesem 
Falle wird nach (g. 32): 
N En (9. 39) 

In Betreff der Realität der Wurzeln dieser Gleichung, können 
drei Fälle unterschieden werden: | 
1°, 92-4 c2?>0. 

Weil y? und a? negativ sind, so erfordert diese Annahme 
zugleich c< 0. Es ist deshalb auch c+ x” negativ, und die 
beiden Wurzeln der Gleichung (g. 38) müssen somit negativ sein. 

Aus (g. 37) erhält man in diesem Falle zwei gewöhnliche 
Quaternionwerte, aus (g. 38) vier konisch spaltende. 

20, y2-ca!—=0, 
wobei auch gehört: c negativ. Es fällt die Gleichung (9. 38) 
nunmehr in | 
w—=(, wW—=c-+ a? 

aus einander; der letztere Wert is negativ. Im Ganzen erhält 
man nun für g vier reelle Werte, nämlich viermal 

q= :(a+a7'y) 
aus (9. 37) und weiter zwei complexe Werte, 
30, | „?--ca?<0, 
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wobei c positiv oder negativ sein kann; im letzteren Falle 
jedoch musz c grösser als — y?:«* sein. 

Es wird demnach auch c+ x* positiv oder negativ sein kön- 
nen, und die Gleichung (g. 38) ergibt für w* stets eine po- 
sitive und eine negative Wurzel. Somit sind zwei der Werte 
von w aus (g. 38) reell, zwei andre imaginär. 

Zugleich werden die beiden Werte von g aus (g. 37) com- 
plex, sodass man zwei gewöhnliche und vier konisch spaltende 
Quaternionwurzeln erhält. 

Fassen wir schliesziich das Erörterte zusammen, so erhalten wir: 

Die Gleichung g’=ga+b hat, wenn a, b diplanare Qua- 
ternionen sind, stets zwei reelle und vier complexe Wurzeln, 
ausgenommen der Fall, wo 

S.(a? + 45b)Va und NV(a?+4b) — 4 S(a? +4b)NVa 
zugleich verschwinden. 

Bei diesen Annahmen hat die Gleichung vier reelle und 
zwei complexe Quaternionwurzeln. 

195. Es sei das Vorige durch die Auflösung der Gleichung 

In Ne en $ (g. 40) 
erörtert. Es wird hiebei 

a—=m, b=n, e=mi, c=S(— m’+4n)= — m’, 

y—=!1V(—- mM+4n)=2n). 

Somit ist 

S.2y = 8.2 mni) = 2 mnSk —= 0 
und wir haben es mit dem im vorigen Artikel erörterten Fall 
zu tun. Berechnen wir noch die Grösze y?+ ca? Es ist 
y?+ ca —=— 4n?- m! 
und es sind deshalb wieder drei Fälle zu unterscheiden 
1°. m!>4An?. 

Wir erhalten sodann für die zwei mit (g. 37) bezeichneten 

Lösungen | 


Na re IA lan zen 
g= 3; [mi — = ni Vm—an2|] = Ylden 52 Van ]i— k. 
Die Gleichung (g. 38) geht weiter über in: 
+2 wm m? -A®=0...... (9. 41) 


woraus 
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wW=—m?+2n 
sich folgern lässt. Setzen wir weiter voraus, m und n seien 
beide reelle Gröszen, so ist 

m?— 2n>(0, wenn n<0. 

Schreibt man jedoch 
m? — An? 
m?2n 
so ersieht man hieraus, dass auch in dem Falle, wo 

n>0, m: — 2Uın | 


De 


positiv sein musz, 
In gleicher Weise ergibt sich, dass m?-+ 2n stets positiv ist. 
Somit sind die vier Werte 
v=+V—(mM’+2n), 
welche der Gleichung (g. 40) genügen, in diesem Falle die 
imaginär, und die nach den Formeln (9.39) (9.25) berechneten 
Werte von g sind: 
g=im(i—k)E4V—Vm—in(l-4 5) 
g=tmi+hLIVAVmtin (1 —j)) 
20, | m’ =4n?. 


ie vier gleichen Werte, welche g in diesem Falle hat, sind 





ah 
g=lmi--— k. 
m 


Die beiden nicht verschwindenden Werte von w sind 
w=tmy-. 
Hiermit findet man für g nach (g. 39) die beiden Quater- 
nionen 








m 


ne Si+z u) 


3°, Eu mein: 
Die beiden aus (g. 37) entstehenden Lösungen sind 
u en 
m m 


In Bezug auf die zwei für w? aus (9.41) gefundenen Werte 


wW“= —m’t2in, 
lässt sich zeigen, dass 
für n>0, —m?’+ 2n positiv, — m? — 2n negativ; 


für n<0, — m? + 2n negativ, — m? — 2n positiv sind. 
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Unterscheiden wir daher zwei Fälle, so erhalten wir, wenn 
n>0, nach (g. 39) die reellen Werte 
— im 44V m(HD 
und die complexen Werte 
—4mi+h)t3VAVan+tm(1l—)). 
Schlieszlich sind diese Werte in dem Falle n < 0: 
gas mh—kA)Eb3VAÄVman(l)), 
= tm(+htIV mr) (L—)). 
196. Eine zweite Methode die Gleichung (g. 24) oder 
ze 
aufzulösen, besteht in der Reduktion der sämtlichen vorhan- 
denen Quaternionen auf die viergliedrige Grundform. Man setze 
g=uwtrwityj+t ek, 
a=mwTtaita,jta;k, 00. (9. 42) 
b=b,+bi-+b,j-+ b;k 
vereinige das Resultat dieser Substitution zu einem Ausdruck 
der Form 
W+-X+-I+Z=0 
und setze sodann 
W=0,X=0, Y=V0; Z=. 

Man erhält in dieser Weise das nachstehende Gleichungs- 
system: 
ty + 2’-(,@ + ay 4 a2) =1(2 w—a,)—+a3 —b, (g. 43) 

Ay — a2 = (2 w— a)2 — (db, + a,w) 
a2 — a0 = (2 w— a,)y — (b,+a,Ww) ). . .. (g. 44) 
90 — ay=(2w — a,)2 — (d, 1 a,w) 

Wir führen im weiteren die kurzen Bezeichnungen ein: 
2a yta2=P, bat+bytbz—Q, &#+y+2?=R (9.45) 
atata3=4A,b?+b:+bt=B, ab,+ a,b,40,d,—C (9.46) 

Multiplicirt man nun die Gleichungen (g. 44) der Reihe nach 
mit x, y, 2 und auch mit a,, a,, a, und addirt jedesmal die 
erhaltenen Produkte, so werden die beiden nachstehenden Re- 
lationen erhalten: 

Zw— a)R=(Q+ Pu), (2w— a)P=(C+ Aw). (g. 47) 

Werden dieselben Gleichungen (g. 44) quadratirt und nachher 
die Resultate addirt, so ergibt sich 
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AR — P? = (2w — a) R+(B+2Cw+ Aw’) — 
Az) (Abi. ul... >» (g. 48) 

Endlich lautet die Gleichung (g. 43) nach der Einführung 

der Gröszen P, R 
R—- P=4(2w— a)” — (la, -+b) - . - - (9.49) 

Es lässt sich die Beziehung (g. 48) mit Hülfe der ersten der 

Gleichungen (g. 47) noch bedeutend vereinfachen. Man erhält 
AR-— P= — (2w— a) R+(B+2 (Cw+ Aw?). (g. 50) 

Es sind nun in der zweiten der Gleichungen (g. 47), in (g. 49) 
(9. 50) drei Gleichungen vorhanden, zwischen denen P, R eli- 
minirt werden können. Setzen wir vorher noch 

EU IE AN We, (9.51) 
und führen wır überall u statt » ein, so wird durch die EHli- 
mination erhalten 

u® — ut (a? + 4b, — 2A) — u? [2a, (2C + Aa,) + 
+ 4B+ 44Ab, — A?] — (20 + 4a)’=0 . (g. 52) 

Diese Gleichung ergibt sechs Werte für u; nach (9.51) er- 
hält man sodann auch sechs Werte für » und mittelst (g. 44) 
werden die zugehörigen Werte für », y, z bestimmt. 

Dieses Resultat stimmt somit ganz mit dem nach der Ha- 
"ınronschen Methode erhaltenen. 

Die Diskussion der Realität der Wurzeln der Gleichung (g. 52) 
kann wie in Art. 193 stattfinden, indem man noch erwägt, 
dass dieselbe auch in die nachstehende Form geschrieben wer- 
den kann: 3 
(u2+-A)[u' (A — a} — 4b,)u? —(Aa?-+4a,C+4B)]+4AB—- O)—0, 
während zugleich der Bedeutung nach 

AB—Ü*= (a,b, —azb,)” + (a3d, —a75,)” + (a,d, —a,b,)” 
und | 
Aa?+4a,0+4B= 
_ Ara +4, AC+AAB (An + 26)? + 4AB — 0?) 
Ze A re A 


woraus sich ergibt, dass die beiden ersten Seiten der letzteren 
Gleichungen wesentlich positiv sind. 
Der in Art. 194 betrachtete Ausnahmefall tritt hier ein, wenn 


Aag+20C=0 und zugleich 45 + 44Ab, — A’=(. 
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Doch wollen wir nicht näher hierauf eingehen, weil wir 
dadurch nur schon Bekanntes wiederholen würden. 

Es könnte sogar nicht schwer fallen die völlige Überein- 
stimmung der Gleichungen - (9. 52) (9. 33) nachzuweisen. Man 
beachte dabei, dass, wenn wir die Schreibweise des Artikels 193 
anwenden, 

@®—= — NVa=— (at -ra} -+a;) nach (b. 158) — — A 

a Br ee 
—+ 2(aya, + 45,)7 + 2(aya; + 4b,)k nach (b. 170) 
somit 
ce=S(a + 4)—=a) +4, — A 
4y2= — N Vla? + 45) = — Allaya, +28)? 4 (aa, + 28,)° + 
+ (ayr, + 25,)° 
oder 
y„”—= — (aA+4a,0-+4B) u. s. w. 
197. Wie die Gleichung (g. 24) kann auch die nachfolgende 


g—ag ben (9. 58) 
autgelöst werden. Indem man nämlich setzt i 
—a la 01) Beer eh, (9. 54) 


erhält man hier das System der Gleichungen 
?-+wW=c, w—- Vao=y. 
Die Elimination von p führt zu derselben Gleichung (g. 33) 
für w, und es wird weiter 


p=(w— ao) ı(y — wiSay) ..... (9. 55) 
Ist eine Gleichung von der Form 
P=a+tgbte......:2.. (9. 86) 


vorgelegt, so transformire man dieselbe wie nachstehend 
2 —ag — gb—=.c. 

g— a’ +ga— gb=a’-t ec. 
g-J’+gW—- la —b)=a—ala—b)c=ab+ ec. 
Setzt man nunmehr 

g—a—g,b—a=a, dtc=b, 
so ist die Gleichung (g. R übergegangen in 
OL NE (9. 57%) 


/wei andere sich nSeR | 
544 = Yb-20 Sgag bg Arc Er (9. 58) 
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bieten auch keine Schierigkeiten. Denn man erhält, indem die 
erste mit a, die zweite durch a multiplieirt und 
ag, ga—g 
bzhw. gesetzt wird, 
—=gb+ta,g’=bg” +c..... (g. 59) 
Noch Ben wir 
VOL an 210; ee, 
als Gleichungen, welche auf eine der vorhergehenden zurück- 
geführt werden können, 
198. Eine neue Klasse der quadratischen Blachansen wird 
durch die nachstehende 
Do a0 We en ce (g. 60) 
dargestellt. Die Auflösung derselben kann, wie wir noch zeigen 
wollen, nach der in Art. 196 angewandten Methode stattfinden. 
Setzen wir wieder 
a—= ori m) + a;h, 
Er RN a a) 
b=bs+bitb,jt b;k, 
e—=o+GE + %jt 0% 
so führt die gegebene Gleichung zu dem mit (g. 62) (g. 63) be- 
zeichneten System von Skalargleichungen, in welchem die Ab- 
kürzungen des Art. 196 angewandt sind: 
a0(w2 — R) — 2, w — a =2Pw—2Q.. . (g. 62) 
2(b, + a;w)y — 2(b, + a,w)z = a,(w* — R)+ 
+ 2(a,w — b,)® — (2b, w ET c) 
2b, + a,w)z — 2(b,; + a,w)# = a,(w” — R)-+ 
| + 2(a,w — b,)y — (2b,w + c,) 
2(b, + a,w)w — 2(b, + @,w)y = a,(w" — R)+ 
—+ 2(a,w — b,)z — (2b,w + c,) 
Die drei letzteren Gleichungen geben zu drei anderen Anlass, 
indem dieselben nach einander zuerst mit x, y, 2, sodann mit 
b,+aw, b,+a,w, b, + a,w, 
multiplieirt und endlich auch quadratirt werden; während man 
jedesmal die drei erhaltenen Gleichungen addirt. Es entsteht in 
dieser Weise das Gleichungssystem 
P(w’— R) + 2(a,w—b,) R-(2Qw 4 S)—=0 . . (g. 64) 


(9. 63) 
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(C++ Aw) (w* — R) + 2(a,w — b,) (Q+ Pu) 
—)20wW” +(2B+D)w+ E}=0.. (9.65) 
4R(B-+ 2Cw + Aw?) — 4Q-+ Pw)?—= Alw? — R)’+ 
+ Ma w—b,R + (F+ 4Ew-+ 4Bw?) + 4(w’— R) (ayw— b,)P — 
— 2(w? — R) (20w + D) — 4a,w—b) (2Qw + S). . (g. 66) 
worin noch die Abkürzungen 
A er re | 
en DE RO CE 
EB te bo Ba (9. 67) 
nut ) 
angewandt sind. 

Wir haben somit in (9. 62) (g. 64) (9. 65) (g. 66) vier Glei- 
chungen erhalten mit fünf unbekannten Gröszen w, P,Q, R, 8. 
Es ist jedoch unschwer eine fünfte Relation zu finden. Aus 
den in Bezug auf x, y, 2 linearen Gleichungen: 

a +aytag—P, batbytbz—Q, ge +0yr 02 — 8 
können x, y, 2 leicht aufgelöst werden, und die erhaltenen 
Werte in 

ty r2—R 
gesetzt, geben zur nachstehenden Gleichung Anlass 








ACD 

BER = FAT ST 

DEF +2QSE, +2SPD,+2PQC, . . (9.68) 
wenn A, B,,.... die Unterdeterminanten der Elemente 4A, 
B,....: der in der ersten Seite dieser Gleichung sich vorfin- 


denden Determinante sind. Dieses Resultat wird leicht nach 
einiger Rechnung erhalten. 

Zwischen den fünf Gleichungen (g. 62) (g. 64) (g. 65) (g. 66) 
(9. 68) müssen nun die Gröszen P, Q, R, S eliminirt werden 
um eine Gleichung in w zu erhalten. | 

Indem man (g. 64) mit (a,w — b,) multiplieirt und das Re- 
sultat von (g. 66) subtrahirt, wird die letztere Gleichung ver- 
einfacht, und man erhält 
4 R(B-+20w-+ Aw?) — 4 Q+Pw)?—A(w? — R>— Ma,w— b,) R— 

— 2(w’— R)(20w+ D)+F+4Ew+4Bw? . . (9. 69) 

Die beiden Gleichungen (g. 62) (g. 64) gestatten P, Q linear 
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in R auszudrücken. Aus (g. 64) kann S als quadratische Funk- 
tion von R dargestellt werden. 

Die Einführung dieser Werte in (g. 68) (g. 69) ergibt zwei 
Gleichungen in A, die eine zweiten, die andere vierten Grades, 
zwischen denen R nach bekannten Methoden eliminirt werden 
kann. Es ist demnach stets möglich eine Skalargleichung für 
w herzuleiten, doch sind die Resultate im allgemeinen zu um- 
ständlich um hier Platz finden zu können. 

199. Eine einfache Gleichung jedoch möge nach der vorher- 
gehenden Theorie aufgelöst werden. Es sei dazu gewählt 


N La (9.70). 
wo m, n Zahlen bedeuten. Die Gleichungen, aus denen w, ®, 
y, 2 nun bestimmt werden müssen, sind 

m=2#+Yy- 2° — w”, 
Zum — my—=0, 2w-+wm—=0, 2w—me=n\ (g. 71) 
Die dritte dieser Gleichungen veranlasst die beiden nach- 
folgenden Voraussetzungen 
19. | vw—0; 


es wird sodann den übrigen Gleichungen (g. 71) zufolge 


n n? 
yi: 4 — 07 ma 0 
oder 
Be + Vm—ın: 4 %k 28 


Somit werden zwei reelle ee z den unbekannten Qua- 
ternion gefunden 





20, L—=——. 


Mit Hülfe der übrigen der Gleichungen (g. 71) wird gefunden 
mn 2wn 
Tr — m? or — m? 
und zur Bestimmung des Skalars w die Gleichung ee Grades 
(402 — m?)? — im?(4w? — m?)? — An?(Aw? — m?) — Im’n’—0, 
18 


274 


in der Aw — m? als Unbekannte betrachtet werden kann. 
Setzt man 
Aw — m’—2E, 

so gilt es nun die Zeichen der Wurzeln der .Gleichung 

&3 Re m?E? Er n2E — min:= 0 ’ 
zu bestimmen. Setzen wir voraus, m und n seien reelle Zahlen, 
so ist das letzte Glied der ersten Seite negativ; somit hat die 
Gleichung stets eine positive Wurzel. Weil aber nur ein Zei- 
chenwechsel darin vorkommt, so kann die Gleichung auch nicht 
mehr als eine positive Wurzel haben, 

Schreibt man die erste Seite der Gleichung für & in die Form 

EHE — m’) — n’(E + m’) 
so erkennt man leicht, dass diese Funktion für alle Werte 
zwischen E&=0 und &=-- m?:2 negative Werte haben musz 
und deshalb das Zeichen nicht wechseln kann. Es kann die 
Gleichung für & daher keine Wurzel zwischen jenen Grenzen 
haben. 

Der Grösze 4n* — m? kommt somit stets nur ein einziger 
positiver Wert zu und kein negativer, welcher zwischen 0 und 
— m? enthalten ist. Für » werden deshalb auch stets nur zwei 
reelle und weiter vier complexe Werte gefunden. 

Dasselbe wird sodann aber auch von dem Quaternion g gelten. 

200. Die in Art. 198 erörterte Auflösung der Gleichung 

a —gb+c 
macht auch andere Quaterniongleichungen der Behandlung zu- 
gängig. 

Es seien von denselben nur genannt 
12 Dr agb.c u ee, (g. 72) 

Denn man erhält hieraus 

at?—=gb-+ arte, 
eine Gleichung der Form (g. 60) 
2 gag —=bge +d. 
Denn man schlieszt hieraus zur nachstehenden 
agaqg = abalage + ad 
oder 
(aq)* = (aba”')(ag)e + ad, 
eine Gleichung der Form (g. 72). 
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201. Zum Schlusse dieser Arbeit sei noch einiges tiber die 
Gleichung 
Be Er (9 73) 
mitgeteilt. Die Einführung der viergliedrigen Grundform ergibt 
das System der Gleichungen: 


uw —3R)=au+b—P..... (9. 74) 
Ay — 92 = (3w* — R— a,)2 — (b, + a,w) 


42 — 4,2 = (3w — R — a,)y — (db, + a,w)). . . (9. 75) 
a0 — ay = (3w* — R— a,)2z — (b, + a,w) | 
wenn die Abkürzungen der vorigen Artikel beibehalten sind. 

Nach der vorher angewandten Methode leitet man aus dem 
System (g. 75) die drei andren Gleichungen her: 

(Bw — R—a,)P—(C+Auv)=0.... (g.76) 
(3w — R—a)R — (Q+Puw=0.... (g. 77) 

AR — P°=(3w — R— a)" R+(B+2Cw+ Aw?) — 
— 230 — R— a) (Q+ Pu) 
deren letztere mit Hülfe der vorangehenden zur nachstehenden wird 
AR — PP=B+2(Cw-+ Aw? — (3w® — R— a,)R .(g. 78) 

Aus den Relationen (g. 74) (g. 76) (9. 78) können P, R leicht 
eliminirt werden, wodurch man eine Gleichung höheren Grades 
zur Bestimmung von w erhält, doch unterlassen wir die Mit- 
teilung der ziemlich verwickelten Resultate. 

Eine beträchtliche Vereinfachung tritt ein, wenn a ein Ska- 
lar, 5 ein Vektor ist. Denn man kann, sodann in den vorigen 
Gleichungen setzen 

bl, Pe, A=I, Ce. 

Die Gleichung (g. 76) wird hiermit zu einer Identität, und 

(9. 74) (g. 78) gehen über in 
w(w* — 3 R — a,) =) 


Ey nee WE (9. 79) 
Zur Bestimmung der Grösze w wird somit erhalten = 0), oder 
2? — ao)? wa) 1B 


eine Gleichung sechsten Grades, welche leicht diskutirt wird. 

Der Fall, wo a ein Skalar, 5b ein willkürlicher Quaternion 
ist, obgleich weniger einfach als der vorige, kann jedoch auch 
leicht verfolgt werden. 


ANHANG. 


POTENZEN MIT QUATERNIONEXPONENTEN, 
LOGARITHMEN UND TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN 
DER QUATERNIONEN. 


202. Um zur allgemeinen Potenz eines Quaternions mit Qua- 
ternionexponenten zu geraten, setzen wir fest, dass das Symbol 
e, wo e die gewöhnliche Basis der nätürlichen Logarithmen 
bedeutet, wie in der Algebra nach aufsteigenden Potenzen von 
g entwickelt werden kann. Es ist somit durch diese Definition 


el4g4+s ++... 47 +...) 


Dtm, 





Wir wollen nun zuerst zeigen, dass die beiden Seiten dieser 
Gleichung einen völlig bestimmten Quaternion darstellen, dass 
somit die zweite Seite einer bestimmten Grenze sich nähert. 

203. Zu diesem Zwecke setzen wir 


| DET: g" 
K=l+49tr5+53+:. + ERS 





 (h. 2) 





Fett lH... 


REUT 
sodass 
F(g) = Lim. F,„(g), wenn Lim. m=o. 
Wir brauchen nur zu zeigen, dass 


Lim. [Fnsnlg) — Fu) = 0, 
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wenn Lim. m= Lim. n=. Und dieses Resultat wird fest- 
stehen , sobald gezeigt ist, dass 

De alla) = 0: (h. 3) 
unter denselben Bedingungen stattfindet. Denn das Verschwin- 
den des Tensors bedingt auch das Verschwinden des Qua- 
ternions. 


204. Kehren wir zu der Gleichung (d. 111) oder 
Ng+g)=Ng+Nd + 2TyTgcos Z 7 
zurück. Dieselbe lässt sich leicht umgestalten, wie nachstehend 
Totg’=(H— Wr 277771 + cos £ 2) 
en 1yy + 4Ty Too Lo, 
Weil nunmehr stets die Ungleichheit stattfindet 
0 <ony L7< 1 


so wird auch i 
Da aa) laı. lan 2. (h. 4) 
oder in Worten: der Tensor einer Summe von Quaternionen ist 
weniger als die Summe der Tensoren der einzelnen Glieder. 
205. Wenn wir diese Ungleichheit anwenden, so ist 
TRurld) — Fu] < Fur) FnlZ9) . » - (3) 
Wählen wir nun einen ganzen Wert m,, welcher der Un- 
gleichheit genügt 














m, 2279 — 1 
so findet man leicht 
Tg h Tg Tg 5 | 
a er 1, wenn noch m > m.. 
Deshalb kann auch gesetzt werden 
I _I4. 44 19 RR Sr AIR AUS: 
Den lm 98m 142 mil 2..m, 
Tg: 
I\m—mı I 
<G) aa, 


Wenn nun m, einen endlichen Wert hat, wie stets möglich 
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ist, so wird 
RI 


Dam, 





= (4A 


gesetzt werden können, wo «a eine bestimmte ERALERS Zahl 
bedeutet. 
Demnach wird stets, wenn m > m, 


I m 
Sam  (h. 6) 
Nun ist aber weiter: 


Felle) FT) 








BE my 
.. (mn) 73 ara" y78 Aa 1) 
| 14 19 
ae "m - niit nn 2....M 
a 


wenn stets m > m, vorausgesetzt wird. Die zwischen Klammern 
stehende Reihe ist aber, falls n endlich bleibt, kleiner als Eins, 
und für Zim.n=o nähert Jie Reihe sich der Einheit. Zieht 
man noch (h.6) in Betracht, so wird somit stets die Ungleich- 
heit gelten 

Fn+n(Tq) — FR (Tg) <a la)". 

Wenn nun m ins Unendliche wächst, so nähert die zweite 
Seite sich der Null; dasselbe soll somit mit der ersten statt- 
finden, weil diese auszerdem nicht negativ werden kann. Es | 
wird deshalb 
. Lim.|[F„4.(79) — Fu(Tg)] =0, wenn Zim.m=w und Lim.n—=o (h.”7) 

Dann musz aber auch nach (R.5) die Gleichung stattfinden 

Lim. T [En (d)— Fu (Q]— 0 

womit unser Satz bewiesen ist. 

206. Wir wollen nun weiter zeigen, dass allgemein 

Kg) Er) = Flg + r), 

wenn g und r complanare Quaternionen bedeuten. 

Betrachten wir zunächst die Funktion 

Pan) Faq) Far) — Fnkg Fr), wenn glilr. . . (R.8) 
Es ist 
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F(q) Eule) = 
rt +) 


tt 


yn—l 


O7 
Bas he Ham an (A. 9) 
gr er gen An 
+5 “-. ee ER. (m — as 


g" g"r gez 
ol Dan) 
Die ersten m + 1 Columnen bilden die Funktion 
Far: 
wie leicht ersichtlich, und es ist somit ‘(g, r) gleich der Summe 
der Glieder der übrigen Columnen. Nach (A. 4) ist sodann 
TP(g, r) kleiner als die Summe der Tensoren dieser übrig blei- 
benden Glieder und diese Summe ist dem Ausdruck 
Fu (Tg) Fur) — FulTg + Tr) 
gleich, wie unmittelbar einleuchtet, wenn man denselben hin- 
. schreibt. 
Somit ist 
PR(g,r7) 2 EA Lo)E,( 1. _ Fu Tg Dre .2(hall) 
Au wir noch die Funktion 
Fun(Tg+]1 2) 





oder 
T. Tr)? T: Tr)?m 
en 2 a Tu 
oder in andrer Schreibweise 
Trs N: Tr! Tr’m 
1+ Tr+7Z tas tt 
u Ira, 
++ TTr+ 1) 
Tg? es N ge 





rer no 3) 
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a 
Io 
7 2..2m 
so erhellt unmittelbar, dass dieselbe alle Glieder der Funktion 


Fn(Tg) F(Tr) ) 

— eines Ausdrucks, welcher aus (A. 9) hervorgeht, wenn man 
darin g, r durch 79, Tr ersetzt — enthält und auszerdem noch 
andere Glieder. 

Somit ist 

end Ir zrDo)En ler) 
und die Ungleichheit (A. 10) ergibt a fortiori 
TP(e,r)< Fan(ITg + Tr) — Fu(Tg + Tr) 

Nun musz aber nach (h.”7) die Gleichung stattfinden 
Lim. TP(q,r)=®, oder Lim. TIF.(g)En(r) — Fra + r))=0 (A.11) 
wenn Lim. m =, und hierdurch auch 


Lim. [Fn(g) Erle) — Frl + r)] = 0 


Kgd)Ar)=F«@-4tr)...:....... (h. 12) 
Weil aber F(g) mit e* identisch ist, so erhalten wir somit 


den Satz 


oder 


era, rl > wlallak7 MH Ines (h. 13) 
207. Weil der Skalar- und der Vektorteil eines Quaternions 
stets als complanar betrachtet werden können, so erhalten wir 
weiter nach (A. 13) 
e=eurr4=eHefl......... (h. 14) 
Der Ausdruck e% ist seiner Bedeutung (A. 1) nach ein Skalar 
und aus der Algebra wissen wir, dass derselbe für alle Werte 
von Sg convergirt und einer positiven Zahl gleich kommt, 
welche gröszer oder kleiner als Eins ist, je nachdem Sy gröszer 
oder kleiner als die Null erscheint. 
Der Ausdruck e’7 kann u Ri rs werden 


Een ae 
ron. dr 
ir RER 


Er 29} 
Wein 2345 ° | 


—=1— 
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wenn noch beachtet wird, dass 
(UVg”’ = —1, (UV =-+1, usw. 
Nach der Algebra kann dann weiter geschrieben werden 
eVg =c0sTVg-+ UVg.sinTVg...... (h. 15) 
wo die Grösze des Winkels in der bekannten Weise gemessen 
ist durch die Länge des Bogens, von den Schenkeln des Winkels 
aus einem Einheitskreise ausgeschnitten. 

In Verbindung mit der Gleichung (Ah. 14) erhalten wir 
schlieszlich | 
eı — 089 (cosTVg+sinTVg.UVg)..... (h. 16) 
und hieraus kann aufs neue erhellen, dass dem Symbol e* ein 
bestimmter endlicher Wert zukommt. Man schlieszt weiter 
aus (h. 16) 

T.e = e94, S.eı—= eS1c0sTVg, V.e«—=eS4sinTVg.UVg . (h.17) 

208. Nehmen wir die Gleichung (A. 15) wieder auf, und 
schreiben dieselbe 

elVg.UPg— c0sTVg + sn TVg.UVg 
so kann dieselbe verallgemeinert werden. Es ist nämlich 7'Vg 
ein willkürlicher Skalar, den wir somit durch x ersetzen kön- 
nen, und es wird dann 
BBUFg =cosa rt smalVg. u 0... (h. 18) 
une der bekannten algebraischen Formel 
erv I 0034 + sin. ver 
Nehmen wir in (h. 18) speciell e= og, so ist 
e£1 U — cos Zg+sinZg.UVg=Ug..: (h.19) 

Wenn wir jedoch den Quaternion in dem in Art. 184 erör- 
terten Sinne auflassten, so hätten wir allgemeiner schreiben 
können 

emq.UVd — cos am. g-- sin am. DVG. 0Dg.1(h.220) 
und hieraus geht hervor, dass die Funktion 
EL NE TE (h. 21) 
eine periodische sein musz, indem dieselbe jedesmal denselben 
Wert erhält, wenn am.g mit 27 wächst. 

Es hat it hierin seinen Grund, dass nach (h. 18) 

BE AT ae edle. N (h. 22) - 
sodass weiter nach (A. 13) 
e(Z g<+2=) UM — , L4g.UVg „2rUVg 2 FRUFO 
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Wenn am.g mit = zunimmt, so ändert die Grösze Q das 
Zeichen, weil nach (Ah. 18) - 
ERFFI— EIN ARE (h. 23) 
209. Die Gleichung (A. 20) wollen wir nun weiter benutzen 
den Logarithmus des Versors eines Quaternions zu definiren, 
wie nachstehend 


log Ug=amg.0Vg 2 un. (h. 24) 
Nehmen wir sodann noch an, dass auch die Gleichung 
log q, = (09. Tg. lol ee (h. 25) 
gilt, so ist allgemein | 
logıqg — 100 Ta omg UVorsen ee (h. 26) 


als die Definitionsgleichung des Quaternionlogarithmus zu be- 
trachten. Dieselbe stimmt mit der bekannten Formel der Algebra 
für den allgemeinen Logarithmus einer Zahl überein. Denn, 
wenn g eine positive oder negative skalare Grösze ist, so ist 
die Ebene des Versors UVg unbestimmt und es musz somit 
diese Grösze durch Y—1 ersetzt werden, Man erhält in dieser 
Weise, weil 
für einen positiven Skalar Zy=0, am.g = 2nr, 
und für einen negativen Skalar Zy=m, am.g—=(2n- ])r: 
log &=12-+ 2nr VA, wenn 2 >0 
log a=ie + (2n-+ 1) V 1, wenn z<(0. 
Es sind dies die bekannten algebraischen Formeln. 
Die festgestellte Definition für log g ergibt die Gleichung 
ae a er de: (h. 27) 
Denn es ist 
 eloaa — elog 14 + amq.UVg — glg 74 gemg.UV4 nach (A. 18) 
—=TgyÜUg nach (Ah. 20) =. 
Es geht hieraus hervor, dass nur wenn g|l|r, die Gleichung 
dloggr=logg-+tlogr 
stattfinden kann. Denn es ist sodann 
gr = e%9 1 e"9r = e9ı+logr nach (Ah. 13) 

weil logg, logr complanar sein müssen, sobald dasselbe bei 
9, r stattfindet. 

210. Wir sind nun im Stande, gyasanen g" zu definiren. Es 
sei hierfür genommen 
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Es geht hieraus hervor, dass nicht stets 
ie 
sein kann. Denn es wird nur dann 
g’g’ er! log 4 es lad... ___ e' loggq+slogg —_ er +9) logy — gr: 
gültig sein, wenn rlog g, slog g complanare Quaternionen sind 
211. Den Sinus, Cosinus, Tangens eines Quaternions werden 


wir wie nachstehend erhalten 
2 sing. UVg = a! — erı!Pı 


« 9.08 y-= eıUra 4 e-ıUVa 
ei VRR ITUNZE NE Er 


tg. U Vg= ra gar 
Aus diesen Formeln geht hervor, dass die beiden ersteren 
Gröszen stets convergiren. Mit Hülfe der Gleichung (R.1) und 


der Relation 
(UV —= —1l, (UVo! =+1,u sw 
beweist man leicht, dass nn die Gleichungen (Ah. 30) gültig sind 


g° g° 
en re 
a (A. 30) 








cog=1— 
7 booo 





sing=9— 923 


’ 


wie in der Algebra. 

Eine dritte Form für die Funktionen cosg, sing kann wie 
nachstehend hergeleitet werden | 
Durch die Anwendung der Gleichung (A. 16) erhält man 

2 cosg = ed1WN4 \cosTV.gUVg-+ sin TV(gUVg). UV(gUV9)} 
+ es=a0V4 \cosTV.—gUVg-+ sin TV(—-gUVg).UV(-gVV9)| 


Es ist jedoch 
gUVg= (859g + TVg.UVg)UVg = 89.UVg — TVg 


somit 
SgUVg=— TVg, V.gUVg—= 8g9.UVg 
TV. gUEVg=E8, UVoUVg=&UVg 
wo die oberen Zeichen gelten in dem Falle, wo 
Sg >0, oder L4<5: 


die unteren, wenn 


x 
LI?5 
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Die Einführung dieser Resultate in die erhaltene Gleichung 
ergibt für diese beiden Fälle 
2.008 g = e""1(cos Sg + sin Sg. UVg) + e""! (cos Sg— sin Sg. U Vg) 
— (e!Pı + e=7P2) cos Sg — (e'”!--e=7?) sin Sg. UVg 
— 2.cos(V —1 TVg)cosSg+2V — sin(V —1 TV og)sinSg. UVg 
und zuletzt 
cos g—cos(V —AT Vg)cosSg+ V —Asin(V —ATVg)sinSg.UVg (h.31) 
In gleicher Weise wird erhalten 
2sing U Vg=e"}‘(cos Sg + sin 89. UV g) — e?”!(cosSy — sinSg. U Vg) 
— — (el — e-777) 608.89 4 (ee 77?) sin Sg. UVg 
—2V —Asin(V TV g)cosSg-+2cos(V —ATVg)sinSg. UVg 
und schlieszlich 
sing — cos(V AT Vg)sinSg — V —1sin(V —ATVg)cosSg.UVg (h. 32) 
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